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Ãëàâà 1

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà è

îïåðàòîðû

1.1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíî çàâèñèìûå

è íåçàâèñèìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì (ËÏ) íàä ÷èñëîâûì
ïîëåì K íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî E, â êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè:
ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëà, ò.å. ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì x, y ∈ E ïîñòàâëåí â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò x+ y ∈ E, íàçûâàåìûé èõ ñóììîé, è ëþáûì x ∈ E è α ∈ K
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò αx ∈ E, íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì α íà x.
Ïðè ýòîì ââåäåííûå îïåðàöèè èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ E x+ y = y + x;
2) åñëè x, y, z ∈ E, òî (x+ y) + z = x+ (y + z);
3) â E ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0⃗, îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ

êàæäîãî x ∈ E x+ 0⃗ = x;
4) äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −x ∈ E òàêîé,

÷òî x+ (−x) = 0⃗;
5) åñëè α, β ∈ K, à x ∈ E, òî (αβ)x = α(βx);
6) äëÿ êàæäîãî x ∈ E 1 · x = x;
7) åñëè α, β ∈ K, à x ∈ E, òî (α+ β)x = αx+ βx;
8) åñëè α ∈ K, à x, y ∈ E, òî α(x+ y) = αx+ αy.

Îáû÷íî â êà÷åñòâå K ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç R è C.
Ïðèìåð 1.1. Ñàìî ïîëå K íàä ïîëåì K áóäåò ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñâîéñòâà
ëèíåéíûõ îïåðàöèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì àêñèîì ïîëÿ).

Ïðèìåð 1.2. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü R2, ò.å. ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
âèäà x = (x1, x2) (xi ∈ R) ñ ïîêîîðäèíàòíûìè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè: åñëè x =
(x1, x2), y = (y1, y2), α ∈ R, òî

x+ y := (x1 + y1, x2 + y2) è αx := (αx1, αx2).
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Âñå àêñèîìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, 0⃗ = (0, 0), −x =
(−x1,−x2).Êàê èçâåñòíî èç êóðñà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðàìè íà ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò;
òîãäà èõ ñóììó ìîæíî íàõîäèòü ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà, à óìíîæåíèå íà
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñâîäèòñÿ ê ðàñòÿæåíèþ (ñæàòèþ) â ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî
ðàç.

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.

Ïðèìåð 1.3. Åñëè n ∈ N, òî ìíîæåñòâî Rn ñîñòîèò èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x = (x1, . . . , xn). Ïóñòü y = (y1, . . . , yn) è α ∈ R. Òîãäà
ëèíåéíûå îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn) è αx := (αx1, . . . , αxn),

ïðåâðàùàþò Rn â ËÏ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë)
îïðåäåëÿåòñÿ ËÏ Cn.

Ïðèìåð 1.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sËÏ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
x = (x1, . . . , xn, . . .) ñ ïîêîîðäèíàòíûìè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè: åñëè y = (y1, . . . , yn, . . .)
è α ∈ R, òî

x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn, . . .) è αx := (αx1, . . . , αxn, . . .). (1.1)

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü ìíîæåñòâî l∞ ñîñòîèò èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ò.å.

x = (xn)
∞
n=1 ∈ l∞ ⇐⇒ sup

n∈N
|xn| <∞ ⇐⇒ ∃M > 0 : ∀n ∈ N |xn| ≤M.

Òîãäà îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè (1.1), ïðåâðàùàþò l∞ â ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 1.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî l∞ çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàöèé,
ò.å. åñëè x, y ∈ l∞, à α ∈ R, òî x+ y ∈ l∞ è αx ∈ l∞.

Ïðèìåð 1.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] →
R. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàöèè ïîòî÷å÷íî: åñëè f, g ∈ C[a, b] è α ∈ R, òî

(f + g)(t) := f(t) + g(t) è (αf)(t) := αf(t).

Çàìåòèì, ÷òî 0⃗ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå � ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ.

Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå ËÏ. Äîêàçàòü, ÷òî
a) äëÿ ëþáîãî x ∈ E 0 · x = 0⃗;
b) äëÿ ëþáîãî λ ∈ K λ · 0⃗ = 0⃗;
c) äëÿ ëþáîãî x ∈ E −x = (−1) · x;
d) åñëè λ, β ∈ K, x ∈ E, x ̸= 0⃗ è λx = βx, òî λ = β.
Äîêàæåì, íàïðèìåð, a). Ââèäó ñâîéñòâ ëèíåéíûõ îïåðàöèé

0 · x+ x = 0 · x+ 1 · x = (0 + 1)x = 1 · x = x.

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò−x è, ïîëüçóÿñü
àññîöèàòèâíîñòüþ ñëîæåíèÿ, ïîëó÷èì: 0 · x = 0⃗.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X � ËÏ. Òîãäà âåêòîðû x1, x2, . . . , xn ∈ X íàçûâàþòñÿ
ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò λ1, λ2, . . . λn ∈ K, íå âñå ðàâíûå íóëþ,
òàêèå, ÷òî

n∑
i=1

λixi = 0⃗. (1.2)

Åñëè æå ðàâåíñòâî (1.2) âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà λ1 = · · · = λn = 0, òî
âåêòîðû x1, x2, . . . , xn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïðèìåð 1.7. Â ïðîñòðàíñòâå R2 ëþáûå òðè èëè áîëåå âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû;
äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè êîëëèíåàðíû.

Ïðèìåð 1.8. Ðàññìîòðèì â ËÏ C[0, π] äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ a) 1, cos 2t, cos2 t è
b) 1, cos t, cos2 t. Ââèäó ýëåìåíòàðíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà cos2 t =
1
2
(1 + cos 2t) ñèñòåìà a) ëèíåéíî çàâèñèìà.
Â òî æå âðåìÿ, "÷óòü-÷óòü" èçìåíåííàÿ ñèñòåìà b) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàâåíñòâî (1.2) äëÿ íåå èìååò âèä:

λ1 + λ2 cos t+ λ3 cos
2 t = 0 (0 ≤ t ≤ π).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî t = 0, π/2, π, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

λ1 + λ2 + λ3 = 0 , λ1 = 0 , λ1 − λ2 + λ3 = 0,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò: λ1 = λ2 = λ3 = 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 1.3. ËÏ E íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò
ñêîëü-óãîäíî ìíîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå
ËÏ E íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì; ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåêòîðîâ, èìåþùèõñÿ
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòüþ (dimE). Èíà÷å ãîâîðÿ, ðàâåíñòâî
dimE = n îçíà÷àåò, ÷òî â E åñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ è ëþáûå
n + 1 âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè E áåñêîíå÷íîìåðíî, ìû áóäåì ïèñàòü:
dimE = ∞.

Ïðèìåð 1.9. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòàíäàðòíûå îðòû

ek = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, . . . , 0), k = 1, 2, . . . , n,

ïðîñòðàíñòâà Rn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â òî æå âðåìÿ, ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ
x1 = (x11, . . . , x

1
n), x

2 = (x21, . . . , x
2
n), . . . , x

n+1 = (xn+1
1 , . . . , xn+1

n ) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
ëèíåéíî çàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ λ1, λ2, . . . λn+1 ðàâåíñòâî
(1.2) ïðèíèìàåò âèä

n+1∑
k=1

λkx
k = 0⃗.

Åñëè ðàñïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî ïîêîîðäèíàòíî, òî ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó n
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n + 1 íåèçâåñòíûìè λ1, λ2, . . . λn+1. Êàê èçâåñòíî, âñÿêàÿ
òàêàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå; ñëåäîâàòåëüíî, ñôîðìóëèðîâàííîå
ðàíåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî, è dimRn = n.
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Ïðèìåð 1.10. Ïîêàæåì, ÷òî dimC[a, b] = ∞ (ïðåäïîëàãàÿ, êîíå÷íî, ÷òî a <
b). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàáîð ýëåìåíòîâ
{1, t, t2, . . . , tn} ëèíåéíî íåçàâèñèì. Çàïèøåì äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàâåíñòâî (1.2):

λ0 + λ1t+ λ2t
2 + . . .+ λnt

n ≡ 0.

Òàê êàê ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü
áîëåå, ÷åì n äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îòñþäà λ0 = λ1 = . . . = λn = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ýòîò íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèì.

1.2 Ïîäïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå îáîëî÷êè, áàçèñû

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü E � ËÏ. Åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ïîäïðîñòðàíñòâîì)E, åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ëèíåéíûõ îïåðàöèé, ò.å. 1) èç x, y ∈ Y ñëåäóåò: x + y ∈ Y ; 2) èç x ∈ Y è α ∈ K
ñëåäóåò: αx ∈ Y.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y ËÏ E, â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ËÏ îòíîñèòåëüíî òåõ æå ëèíåéíûõ îïåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, âñå àêñèîìû
âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì (â ÷àñòíîñòè, 0⃗ = 0·x ∈ Y, ãäå x� ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò èç Y ).

Ïðèìåð 1.11. Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ËÏ R2 ñîâïàäàåò ëèáî ñ {⃗0}, ëèáî ñ R2,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 1.12. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

Y := {x(t) ∈ C[0, 1] : x(0) = 0}

ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â C[0, 1].

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü E � ËÏ, F ⊂ E. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà F
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî λ(F ), ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
âåêòîðîâ èç F, ò.å. âåêòîðîâ âèäà:

x =
n∑

k=1

λkxk, ãäå n ∈ N, λk ∈ K, xk ∈ F. (1.3)

Ïðèìåð 1.13. Åñëè x, y ∈ R2 � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà, òî λ({x, y}) =
R2.

Ïðèìåð 1.14. Â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà λ({1, t, t2, . . .}) ìíîæåñòâà
ñòåïåííûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ËÏ E è ìíîæåñòâà F ⊂ E ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
λ(F ) ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà E, ñîäåðæàùèì
ìíîæåñòâî F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî λ(F )� ïîäïðîñòðàíñòâîE. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x, y ∈ λ(F ), òî x èìååò âèä (1.3), à âòîðîé èç ýòèõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y =
m∑

k=n+1

λkxk, ãäå m > n, λk ∈ K, xk ∈ F.
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Òîãäà

x+ y =
m∑
k=1

λkxk, ò.å. x+ y ∈ λ(F ).

Åùå ïðîùå äîêàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèÿ: α ∈ K, x ∈ λ(F ) =⇒ αx ∈ λ(F ) (ïðîâåðèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Âëîæåíèå λ(F ) ⊃ F î÷åâèäíî. Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E,
òàêîå, ÷òî H ⊃ F . Òîãäà, åñëè âåêòîð x ∈ λ(F ) è îí ïðåäñòàâèì â âèäå (1.3), òî
ïî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâà x ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, λ(F ) ⊂ H, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Íàáîð âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xn èç ËÏ E íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì,
åñëè ëþáîé âåêòîð x ∈ E åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå:

x =
n∑

k=1

λkxk, ãäå n ∈ N, λk ∈ K.

Çàäà÷à 1.3. 1. Äîêàçàòü, ÷òî âñå âåêòîðà áàçèñà ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
2. Ïóñòü dimE = n. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç n ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E îáðàçóåò áàçèñ.

1.3 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû. ßäðî è îáðàç îïåðàòîðà.

Êðèòåðèé âçàèìíîîäíîçíà÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.7. ÏóñòüE è F �ËÏ íàä ïîëåìK. Òîãäà îïåðàòîð (îòîáðàæåíèå)
A : E → F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà:

a) äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2;
b) äëÿ ëþáûõ λ ∈ K è x ∈ E A(λx) = λAx.

Ïðèìåð 1.15. Ñðåäè ôóíêöèéA : R → R ëèíåéíûìè â ñìûñëå ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ
áóäóò ëèøü ôóíêöèè âèäà Ax = λ · x (λ ∈ R).
Ïðèìåð 1.16. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðA : C[0, 1] → C[0, 1], îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì:

Ax(t) :=

∫ t

0

x(s) sin(ts)ds.

Òàê êàê ââèäó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ C[0, 1] è λ ∈ R

A(x+ y)(t) =

∫ t

0

(x(s) + y(s)) sin(ts)ds =

=

∫ t

0

x(s) sin(ts)ds +

∫ t

0

y(s) sin(ts)ds = Ax(t) + Ay(t)

è

A(λx)(t) =

∫ t

0

λx(s) sin(ts)ds = λ

∫ t

0

x(s) sin(ts)ds = λAx(t),

òî ýòîò îïåðàòîð ëèíååí.
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Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü A : E → F �ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà åãî ÿäðîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

KerA = A−1{{0̃F}} = {x ∈ X : Ax = 0̃F},

ãäå ÷åðåç 0⃗F îáîçíà÷àåòñÿ íóëü-âåêòîð ïðîñòðàíñòâà F. Îáðàçîì A íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

ImA = A(E) = {y ∈ F : Ax = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ E}.

Çàìå÷àíèå 1.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : E → F

A(⃗0E) = A(0 · 0⃗E) = 0 · A(⃗0E) = 0⃗F .

Ïîýòîìó âñåãäà 0⃗E ∈ KerA.

Çàäà÷à 1.4. Íàéòè ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà A : C[0, 1] → C[0, 1], åñëè: a) Ax(t) =∫ 1

0
x(s) ds; b) Ax(t) = x(t2); c) Ax(t) =

∫ t

0
x(s) ds.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè îïåðàòîð A : E → F ëèíååí, òî åãî ÿäðî KerA è îáðàç ImA
ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ E è F ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1, x2 ∈ KerA, òî ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà Ax1 = Ax2 = 0⃗.
Îòñþäà, òàê êàê A ëèíååí,

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = 0⃗ + 0⃗ = 0⃗,

ò.å. x1 + x2 ∈ KerA.
Òî÷íî òàê æå, åñëè λ ∈ K, x ∈ KerA, òî

A(λx) = λAx = λ · 0⃗ = 0⃗,

è çíà÷èò, λx ∈ KerA. Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ îáðàçà
ImA ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îïðåäåëåíèå 1.9. Îòîáðàæåíèå A : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè
èç òîãî, ÷òî x1 ̸= x2, ñëåäóåò: Ax1 ̸= Ax2; ñþðúåêòèâíûì, åñëè A(X) = Y,
èëè ýêâèâàëåíòíî: äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò x ∈ X, òàêîé, ÷òî Ax = y.
È íàêîíåö, îòîáðàæåíèå A íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì (èëè âçàèìíîîäíîçíà÷íûì),
åñëè îíî îäíîâðåìåííî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Îáëàäàåò èëè íåò îòîáðàæåíèå ýòèìè ñâîéñòâàìè, çàâèñèò êàê îò åãî îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, òàê è îò åãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 1.17. Åñëè îáû÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ y = x2 ðàññìàòðèâàòü êàê
îòîáðàæåíèå èç R â R, òî îíî íå áóäåò íè èíúåêòèâíûì, íè ñþðúåêòèâíûì; åñëè
� èç R â [0,∞), òî ñþðúåêòèâíî, íî íå èíúåêòèâíî; åñëè � èç [0,∞) â [0,∞), òî
ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò áèåêòèâíî.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè A : E → F � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî
1) A èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà KerA = {0̃};
2) A ñþðüåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ImA = F.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê 2) � ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèé, äîêàæåì òîëüêî óòâåðæäåíèå
1). Ïóñòü ñíà÷àëà îïåðàòîð A èíúåêòèâåí. Òîãäà, åñëè x ̸= 0⃗, òî Ax ̸= A0⃗ = 0⃗, è
çíà÷èò, x /∈ KerA, ò.å. KerA = {0̃}.

Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, KerA = {0̃}. Åñëè x1 ̸= x2, òî x1 − x2 ̸= 0⃗, îòêóäà
ïî óñëîâèþ x1 − x2 ̸∈ KerA. Òàêèì îáðàçîì, A(x1 − x2) ̸= 0⃗, ò.å. Ax1 ̸= Ax2. Òåì
ñàìûì A èíúåêòèâåí.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : E → F ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà KerA = {0̃}, à ImA = F.

1.4 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû è ôóíêöèîíàëû

â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûå îïåðàòîðû
� ýòî ïî ñóòè äåëà îáû÷íûå ìàòðèöû. Ïîýòîìó ñ îïðåäåëåííîé òî÷êè çðåíèÿ
òåîðèþ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå òåîðèè ìàòðèö
íà áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü E è F � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K, dimE =
n, dimF = m. Òîãäà ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð A : E → F ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
çàäàí ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìàòðèöû A = (aik)i=1,m; k=1,n, çàâèñÿùåé îò âûáîðà
áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâàõ E è F.

È íàîáîðîò, ëþáàÿ ìàòðèöà A = (aik)i=1,m; k=1,n, ïîðÿäêà m × n ïîðîæäàåò
ëèíåéíûé îïåðàòîð A : E → F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âîçüìåì è çàôèêñèðóåì áàçèñû e1, . . . , en

� â E è f1, . . . , fm � â F . Òàê êàê äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n âåêòîð Aek ∈ F , òî

Aek =
m∑
i=1

aik · f i (k = 1, . . . , n), ãäå aik ∈ K.

Åñëè òåïåðü x ∈ E è

x =
n∑

k=1

xke
k, ãäå xk ∈ K,

òî ââèäó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà

Ax =
n∑

k=1

xkAe
k =

n∑
k=1

xk

m∑
i=1

aikf
i =

m∑
i=1

( n∑
k=1

aikxk

)
f i. (1.4)

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû yi âåêòîðà Ax â áàçèñå f
i îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

yi =
n∑

k=1

aikxk (i = 1, 2, . . . ,m),

ò.å. ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì ñòðîê ìàòðèöûA = (aik) íà âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé
èç êîîðäèíàò xk âåêòîðà x â áàçèñå ek. Íàîáîðîò, åñëè çàäàíà ìàòðèöà A = (aik),
òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ áàçèñàõ {ek} è {f i} îïåðàòîð A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì (1.4) (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî A ëèíååí).
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Çàìå÷àíèå 1.3. Ââèäó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå
â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íàçûâàþò ìàòðè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à K � êàê îáû÷íî, ïîëå
ñêàëÿðîâ, òî ëþáóþ ôóíêöèþ f : X → K íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì. Â ÷àñòíîñòè,
êîãäà f ëèíåéíà, îíà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.

Ïðèìåð 1.18. Îòîáðàæåíèå

f : C[0, 1] → R, f(x) :=

∫ 1

0

tx(t) dt,

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0, 1]
(ïðîâåðèòü).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.4 â ñëó÷àå m = 1, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.2. Ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f : E → K, îïðåäåëåííûé íà ËÏ
E, dimE = n, çàäàåòñÿ â âèäå:

f(x) =
n∑

k=1

λkxk,

ãäå xk � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà E, à λk ∈ K
� íåêîòîðûå ÷èñëà, çàâèñÿùèå ëèøü îò âûáîðà ýòîãî áàçèñà.

1.5 Àëãåáðàè÷åñêèå èçîìîðôèçìû ËÏ

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ëèíåéíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : E → F , ãäå E,F �
ËÏ, íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâ E è F.

Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü A : E → F � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì, à U ⊂ E � ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî åãî îáðàç A(E) � ëèíåéíî íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî â Y .

Îïðåäåëåíèå 1.12. ËÏE è F íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäèí àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì φ : E → F .

Ëåììà 1.1. Åñëè φ : E → F � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì, òî îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå φ−1 : F → E îïðåäåëåíî è òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê φ � áèåêöèÿ, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå φ−1 ñóùåñòâóåò
è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè y ∈ F, òî

φ−1(y) = x⇐⇒ φ(x) = y.

Áèåêòèâíîñòü φ−1 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Äîêàæåì
ëèíåéíîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ y1 ∈ F è y2 ∈ F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

φ−1(y1 + y2) = φ−1(y1) + φ−1(y2). (1.5)
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Òàê êàê φ � áèåêöèÿ, òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû xi ∈ X, äëÿ êîòîðûõ φ(xi) = yi (i =
1, 2). Ââèäó ëèíåéíîñòè φ èìååì: φ(x1+x2) = φ(x1)+φ(x2) èëè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
ê îáåèì ÷àñòÿì îòîáðàæåíèÿ φ−1:

x1 + x2 = φ−1(φ(x1) + φ(x2)).

Òàê êàê xi = φ−1(yi) (i = 1, 2), òî â èòîãå ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (1.5).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ−1(λy) = λφ−1(y), ãäå y ∈ F, à

λ ∈ K (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî àëãåáðàè÷åñêîãî
èçîìîðôèçìà êîíå÷íîìåðíîå ËÏ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ðàçìåðíîñòüþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà K = R.

Òåîðåìà 1.5. Ëþáîå ëèíåéíîå n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî E íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì A : Rn → E. Äëÿ ýòîãî
âûáåðåì è çàôèêñèðóåì â E íåêîòîðûé áàçèñ {ek}nk=1 è äëÿ ëþáîãî x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn îïðåäåëèì îïåðàòîð A : Rn → E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ax :=
n∑

i=1

xiei. (1.6)

Åñëè Ax = 0⃗, òî
∑n

i=1 xiei = 0⃗. Îäíîâðåìåííî
∑n

i=1 0 · ei = 0⃗, è òàê êàê
ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó åäèíñòâåííî, òî îòñþäà xi = 0 (i = 1, 2, . . . , n). Ñëåäîâàòåëüíî,
KerA = {⃗0}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ImA = E. Åñëè z ∈ E, òî ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà è ââèäó
ñîîòíîøåíèÿ (1.6)

Ax = z =
n∑

i=1

xiei,

ãäå x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Òåì ñàìûì z ∈ ImA, îòêóäà ImA ⊃ E. Òàê êàê
ïðîòèâîïîëîæíîå âëîæåíèå âûïîëíåíî âñåãäà, ðàâåíñòâî ImA = E äîêàçàíî.

Äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíîñòè âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn)
èç Rn. Òîãäà x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) è ïî ôîðìóëå (1.6)

A(x+ y) =
n∑

i=1

(xi + yi)ei =
n∑

i=1

xiei +
n∑

i=1

yiei = Ax+ Ay.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå A(λx) = λAx (x ∈ Rn, λ ∈ R)
(ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Â èòîãå A � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Åñëè A : X → Y è B : Y → Z � äâà îòîáðàæåíèÿ, òî èõ
ïðîèçâåäåíèå BA = B · A ïîíèìàåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ, ò.å. BA(x) = B(A(x)).
Ïðè ýòîì BA : X → Z.

Çàäà÷à 1.6. Ïóñòü E,F,H � ËÏ. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå BA àëãåáðàè÷åñêèõ
èçîìîðôèçìîâ A : E → F è B : F → H òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì
èçîìîðôèçìîì.
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Òåîðåìà 1.6. Ëþáûå äâà êîíå÷íîìåðíûõ ËÏ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè àëãåáðàè÷åñêè
èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dimE = dimF = n, òî ïî òåîðåìå 1.5 ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå
èçîìîðôèçìû A : E → Rn è B : Rn → F . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå BA :
E → F . Òàê êàê ââèäó ðåçóëüòàòà çàäà÷è 1.6 îíî òàêæå áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì
èçîìîðôèçìîì, òî ïðîñòðàíñòâà E è F àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî äâà êîíå÷íîìåðíûõ ËÏ àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 1.8. Ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîãî ËÏ, àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíîãî
íåêîòîðîìó áåñêîíå÷íîìåðíîìó ËÏ.

Çàäà÷à 1.9. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a < b ïðîñòðàíñòâî C[a, b] àëãåáðàè÷åñêè
èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó C[0, 1].

Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå èñêîìîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà ìîæíî âçÿòü
îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè A(x(t)) = x(φ(t)), ãäå φ(t) � ïîäõîäÿùåå îòîáðàæåíèå
[0, 1] íà [a, b].

Çàäà÷à 1.10. Ïðèäóìàòü ïðèìåð äâóõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ,
íå àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé.

Óêàçàíèå.Ïóñòü Λ� ìíîæåñòâî, ìîùíîñòü êîòîðîãî áîëüøå ìîùíîñòè êîíòèíóóìà.
Ðàññìîòðåòü ËÏ F (Λ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé f : Λ → R, è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî
F0(Λ), ýëåìåíòû êîòîðîãî � ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò íóëÿ ëèøü íà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâàõ
Λ.
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Ãëàâà 2

Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå è

áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

2.1 Ëèíåéíûå íîðìèðîâàíûå ïðîñòðàíñòâà:

îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. ÏóñòüX �ËÏ íàä ïîëåìK. Âåùåñòâåííîçíà÷íûé ôóíêöèîíàë
x 7→ ∥x∥, îïðåäåëåííûé íàX, íàçûâàþò íîðìîé, åñëè îí èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ∥x∥ ≥ 0 (x ∈ X) (íåîòðèöàòåëüíîñòü);
2) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0⃗ (íåâûðîæäåííîñòü);
3) ∥αx∥ = |α|∥x∥, ãäå x ∈ X, α ∈ K (ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü);
4) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ãäå x, y ∈ X (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).
Ïàðà (X, ∥·∥) (èëè ïðîñòîX) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì

ïðîñòðàíñòâîì (ËÍÏ).

Ëåììà 2.1. [Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà] Åñëè X � ËÍÏ, x, y ∈ X, òî

| ∥x∥ − ∥y∥ | ≤ ∥x− y∥. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ââèäó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

∥x∥ = ∥x− y + y∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y∥,

òî
∥x∥ − ∥y∥ ≤ ∥x− y∥.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè x è y è ïîëüçóÿñü ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòüþ íîðìû, òî÷íî
òàê æå ïîëó÷èì:

∥y∥ − ∥x∥ ≤ ∥y − x∥ = ∥(−1)(x− y)∥ = ∥x− y∥.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.1) � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå äâóõ
ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå ýëåìåíòàðíîãî ðàâåíñòâà |α| = max(α,−α) (α ∈
R) â ñëó÷àå α = ∥x∥ − ∥y∥.

Ëåììà 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ËÍÏ X ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

ρ(x, y) := ∥x− y∥ (x, y ∈ X)

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêîé (èëè ðàññòîÿíèåì) íà ìíîæåñòâå X
íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ (x, y) 7→ ρ(x, y), îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) ρ(x, y) ≥ 0 (x, y ∈ X);
(b) ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
(c) ρ(x, y) = ρ(y, x) (x, y ∈ X);
(d) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (x, y, z ∈ X).
Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà (a), (b) è (c) ñîîòâåòñòâåííî

âûòåêàþò èç ñâîéñòâ 1), 2) è 3) íîðìû. ×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâà (d), òî îíî �
ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(x, z) = ∥x− z∥ = ∥x− y + y − z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = ρ(x, y) + ρ(y, z).

Çàìå÷àíèå 2.1. Ââèäó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé ëåììû âñÿêîå ËÍÏ îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòîìó â ËÍÏ îïðåäåëåíû âñå ìåòðè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà: ñõîäèìîñòü, ïðåäåëüíûå òî÷êè, îòêðûòûå è çàìêíóòûå øàðû,
îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà è ò.ä.

Çàìå÷àíèå 2.2. Êîíå÷íî, íå âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
íîðìèðîâàííûì, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî îíî ìîæåò íå èìåòü ëèíåéíîé ñòðóêòóðû.
Òàê, íàïðèìåð, [0, 1]� ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ðàññòîÿíèÿ
ρ(x, y) = |x−y|. Â òî æå âðåìÿ, ýòî íå ËÍÏ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìû
∥x∥ = |x|, òàê êàê íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé íàä
ïîëåì R.

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ËÍÏ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
êóðñà.

Ïðèìåð 2.1. Íà ËÏ Rn ìîæíî ââåñòè ðàçëè÷íûå íîðìû. Ñàìûå ïðîñòûå (è íàèáîëåå
âàæíûå èç íèõ) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x = (x1, . . . , xn), òî

∥x∥1 :=
n∑

k=1

|xk| è ∥x∥∞ := max
k=1,...,n

|xk|

(ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî âûïîëíåíèå ñâîéñòâ íîðìû).

Ïðèìåð 2.2. Íà ïðîñòðàíñòâå l1 âñåõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = (x1, x2, . . .) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ò.å. òàêèõ, ÷òî

∑∞
k=1 |xk| < ∞) îïðåäåëèì

ôóíêöèîíàë

∥x∥1 :=
∞∑
k=1

|xk|.

Ïîêàæåì, ÷òî l1 � ËÏ, à ∥ · ∥1 îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàì íîðìû.
Åñëè x = (x1, x2, . . .) ∈ l1 è y = (y1, y2, . . .) ∈ l1, òî x + y = (x1 + y1, x2 + y2, . . .)

è äëÿ ëþáîãî m ∈ N
m∑
k=1

|xk + yk| ≤
m∑
k=1

|xk|+
m∑
k=1

|yk| ≤
∞∑
k=1

|xk|+
∞∑
k=1

|yk|.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→ ∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ,

∞∑
k=1

|xk + yk| <∞,

è çíà÷èò, x + y ∈ l1, à âî-âòîðûõ, ÷òî ∥x+ y∥1 ≤ ∥x∥1 + ∥y∥1. Íåîòðèöàòåëüíîñòü
è íåâûðîæäåííîñòü ∥ · ∥1 î÷åâèäíû. È íàêîíåö, åñëè x ∈ l1, à α ∈ R, òî

∥αx∥1 = ∥(αxk)∞k=1∥1 =
∞∑
k=1

|αxk| = |α|
∞∑
k=1

|xk| = |α|∥x∥1

Òåì ñàìûì, åñëè x ∈ l1, òî αx ∈ l1 è ∥αx∥1 = |α|∥x∥1.
Ïðèìåð 2.3. Íà ïðîñòðàíñòâå l∞ âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
(x1, x2, . . .) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ò.å. òàêèõ, ÷òî supk=1,2,... |xk| <∞) ââåäåì ôóíêöèîíàë

∥x∥∞ := sup
k=1,2,...

|xk|.

Äîêàçàòü, ÷òî (l∞, ∥ · ∥∞) ÿâëÿåòñÿ ËÍÏ.

Ïðèìåð 2.4. Íàïîìíèì, ÷òî C[a, b] � ËÏ, ýëåìåíòû êîòîðîãî � íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè íà [a, b]. Äëÿ x = x(t) ∈ C[a, b] ïîëîæèì

∥x∥C = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íîðìà.

2.2 Ñõîäèìîñòü â ËÍÏ è åå ñâîéñòâà

Íàïîìíèì, ÷òî ïî ëåììå 2.2 âñÿêîå ËÍÏ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
è, çíà÷èò, â íåì îïðåäåëåíà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü X � ËÍÏ, {xn}∞n=1 ⊂ X, x ∈ X. Ãîâîðÿò, ÷òî {xn}
ñõîäèòñÿ ê x ïî íîðìå (xn → x), åñëè ∥xn − x∥ → 0 ïðè n → ∞. Ïîäðîáíåå ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀n ≥ N ∥xn − x∥ < ε.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü X � ËÍÏ, {xn} ⊂ X, {yn} ⊂ X, x ∈ X, y ∈ X, {λn} ⊂ K,
λ ∈ K. Òîãäà

1) åñëè xn → x è λn → λ, òî λnxn → λx;
2) åñëè xn → x è yn → y, òî xn + yn → x+ y;
3) åñëè xn → x, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà â X, ò.å. ñóùåñòâóåò

òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N ∥xn∥ ≤M ;
4) (íåïðåðûâíîñòü íîðìû) åñëè xn → x, òî ∥xn∥ → ∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà è ââèäó ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè
íîðìû

∥λnxn − λx∥ ≤ ∥λn(xn − x)∥+ ∥(λn − λ)x∥ = |λn| ∥xn − x∥+ |λn − λ| ∥x∥.
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λn} ⊂ K èìååò ïðåäåë, îíà îãðàíè÷åíà, ò.å. |λ| ≤ K
(n ∈ N). Òåì ñàìûì

∥λnxn − λx∥ ≤ K ∥xn − x∥+ |λn − λ| ∥x∥ (n ∈ N).

Ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïî óñëîâèþ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞,
è çíà÷èò, λnxn → λx.

2) Äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
3) Òàê êàê xn → x, òî äëÿ ε = 1 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N, ÷òî ∥xn − x∥ < 1

(n ≥ N). Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî ∥xn∥ ≤M (n ∈ N) âåðíî, åñëè

M := max(∥x1∥, ∥x2∥, . . . , ∥xn−1∥, 1 + ∥x∥).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå n < N îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà M.
Åñëè æå n ≥ N , òî ââèäó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è îïÿòü îïðåäåëåíèÿ M
ïîëó÷àåì:

∥xn∥ = ∥(xn − x) + x∥ ≤ ∥xn − x∥+ ∥x∥ ≤ 1 + ∥x∥ ≤M.

4) Ïî ëåììå 2.1 äëÿ âñåõ n ∈ N

|∥xn∥ − ∥x∥ | ≤ ∥xn − x∥.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞, òî îòñþäà ∥xn∥ → ∥x∥.

Â êàæäîì ËÍÏ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå èìååò îïðåäåëåííûé ñìûñë, èíîãäà îêàçûâàÿñü
ñõîäèìîñòüþ, "çíàêîìîé" ïî àíàëèçó. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîñòðàíñòâî
Rn ñ íîðìîé ∥x∥∞ = maxk=1,...,n |xk| (çäåñü x = (x1, . . . , xn)).

Òåîðåìà 2.2. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ËÍÏ (Rn, ∥·∥∞) ýêâèâàëåíòíà
èõ ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïóñòü xk = (xk1, x
k
2, . . . , x

k
n) (k = 1, 2, . . .) è x = (x1, . . . , xn).

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî

lim
k→∞

∥xk − x∥∞ = 0 ⇐⇒ ∀ i = 1, 2, . . . , n lim
k→∞

xki = xi.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ∥xk − x∥∞ → 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n

|xki − xi| ≤ max
j=1,2,...,n

|xkj − xj| = ∥xk − x∥∞,

è ïîýòîìó ââèäó óñëîâèÿ xki → xi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.
Íàîáîðîò, ïóñòü åñòü ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü. Âîçüìåì ε > 0.Äëÿ êàæäîãî

i = 1, 2, . . . , n ñóùåñòâóåò òàêîé Ni, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ Ni âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|xki − xi| ≤ ε.

Åñëè òåïåðü N = max(N1, N2, . . . , Nn), òî ïðè k ≥ N ïîëó÷àåì:

∥xk − x∥∞ = max
j=1,...,n

|xkj − xj| ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ∥xk − x∥∞ → 0, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü â ËÍÏ (C[a, b], ∥·∥C), ãäå ∥x∥C = maxt∈[a,b] |x(t)|,
ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà
îòðåçêå [a, b].
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2.3 Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ËÍÏ è

èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü X � ËÍÏ, x0 ∈ X, r > 0. Îòêðûòûì (ñîîòâåòñòâåííî
çàìêíóòûì) øàðîì ñ öåíòðîì â x0 è ðàäèóñîì r íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Sr(x0) := {x ∈ X : ∥x−x0∥ < r} (ñîîòâåòñòâåííî S̄r(x0) := {x ∈ X : ∥x−x0∥ ≤ r}).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî G ⊂ X (X � ËÍÏ) íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
ëþáàÿ åãî òî÷êà � âíóòðåííÿÿ, òî åñòü îíà âõîäèò âG âìåñòå ñ íåêîòîðûì øàðîì:
∀x0 ∈ G ∃ ε > 0Sε(x0) ⊂ G.

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåð 2.5. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ñ îáû÷íîé íîðìîé ∥x∥ = |x| íåïóñòûå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðîñòîå îïèñàíèå: êàæäîå èç íèõ
ïðåäñòàâèìî â âèäå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü X � ËÍÏ. Òîãäà
1) êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî;
2) ëþáîå îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî;
3) âñå ïðîñòðàíñòâî X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ñïðàâåäëèâîñòü
äâóõ äðóãèõ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïóñòü Gk (k = 1, 2, . . . , n) � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â X è G =
∩n

k=1Gk. Åñëè
x0 ∈ G, òî x0 ∈ Gk äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ êàæäîãî k
ñóùåñòâóåò òàêîå εk > 0, ÷òî Sεk(x0) ⊂ Gk. Òîãäà

ε := min
k=1,...,n

εk > 0

è äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n
Sε(x0) ⊂ Sεk(x0) ⊂ Gk,

îòêóäà Sε(x0) ⊂ G. Òåì ñàìûì x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâàG, è óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2.4. Óòâåðæäåíèå 1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà ìíîæåñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, óæå â ñëó÷àå R îäíîòî÷å÷íîå (è òåì ñàìûì íå
îòêðûòîå) ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ
èíòåðâàëîâ. Íàïðèìåð,

∞∩
n=1

(
− 1

n
,
1

n

)
= {0}.

Òåîðåìà 2.4. Ëþáîé îòêðûòûé øàð â ïðîèçâîëüíîì ËÍÏ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x0 øàðà

Sr(a) = {x ∈ X : ∥x− a∥ < r}, ãäå a ∈ X, r > 0,
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ÿâëÿåòñÿ â íåì âíóòðåííåé. Òàê êàê ∥x0−a∥ < r, òî íàéäåòñÿ ε ∈ (0, r−∥x0−a∥).
Ïðîâåðèì, ÷òî

Sε(x0) ⊂ Sr(a).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Sε(x0), òî ∥x − x0∥ < ε, è ïîýòîìó ââèäó íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà è âûáîðà ε

∥x− a∥ ≤ ∥x− x0∥+ ∥x0 − a∥ < ε+ ∥x0 − a∥ < r − ∥x0 − a∥+ ∥x0 − a∥ = r.

Òåì ñàìûì x ∈ Sr(a), è íóæíîå âëîæåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü X � ËÍÏ. Ìíîæåñòâî F ⊂ X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî åñòü èç òîãî, ÷òî {xn} ⊂ F è
xn → x ∈ X, ñëåäóåò: x ∈ F.

Çàäà÷à 2.2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F â ËÍÏ X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç òîãî, ÷òî x0 ∈ X è äëÿ ëþáîãî ε > 0 Sε(x0) ∩ F ̸= ∅, ñëåäóåò: x0 ∈ F.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü X � ËÍÏ. Ìíîæåñòâî G ⊂ X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå F := X \G çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà G îòêðûòî. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîé
x0 ∈ G = X \F ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Sε(x0) ⊂ G. Ïîýòîìó Sε(x0)∩F = ∅, è
çíà÷èò, x0 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà F. Òåì ñàìûì F ñîäåðæèò
âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè, ò.å. çàìêíóòî.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü F çàìêíóòî. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà x0
èç åãî äîïîëíåíèÿ G = X \ F íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé F . Èíà÷å ãîâîðÿ,
ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Sε(x0) ∩ F = ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sε(x0) ⊂ G,
ò.å. x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà G. Òàêèì îáðàçîì, G îòêðûòî, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü X � ËÍÏ. Òîãäà
1) êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;
2) ëþáîå ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî;
3) âñå ïðîñòðàíñòâî X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå òðè óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ ïî÷òè îäèíàêîâî ñ ïîìîùüþ
òåîðåì 2.3 è 2.5. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òîëüêî ïåðâîãî èç íèõ
(îñòàëüíûå äâà ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Èòàê, ïóñòü ìíîæåñòâà Fk (k = 1, 2, . . . , n) çàìêíóòû è F =
∪n

k=1 Fk. Òîãäà
ââèäó èçâåñòíîãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ðàâåíñòâà

X \ F = X \
( n∪

k=1

Fk

)
=

n∩
k=1

(X \ Fk).

Òàê êàê ïî òåîðåìå 2.5 ìíîæåñòâà X \ Fk (k = 1, 2, . . . , n) îòêðûòû, òî îòñþäà è
èç òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî X \ F îòêðûòî. Â èòîãå îïÿòü ïî òåîðåìå
2.5 F çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé çàìêíóòûé øàð â ïðîèçâîëüíîì ËÍÏ ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

19



2.4 Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî äëÿ ñóìì

è èíòåãðàëîâ

Çäåñü áóäóò äîêàçàíû íåðàâåíñòâà, èãðàþùèå ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â àíàëèçå
è åãî ïðèëîæåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Åñëè p ∈ (1,∞), òî ñîïðÿæåííûì ê íåìó áóäåì íàçûâàòü
÷èñëî q, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì:

1

p
+

1

q
= 1 èëè èíà÷å q =

p

p− 1
.

Ñîïðÿæåííûì ê p = 1 (ñîîòâåòñòâåííî ê p = ∞) áóäåì ñ÷èòàòü q = ∞ (ñîîòâåòñòâåííî
q = 1).

Ëåììà 2.3. Ïóñòü a ≥ 0, b ≥ 0, p ∈ (1,∞), à q � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê p. Òîãäà

ap

p
+
bq

q
≥ ab. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = xp−1 (x ≥ 0). Åå ãðàôèê, ïðÿìûå x =
a, y = b è îñè êîîðäèíàò îãðàíè÷èâàþò ïðÿìîóãîëüíèêOBDE è äâå êðèâîëèíåéíûå
òðàïåöèè OCE è BACO (ñì. ðèñ. âíèçó).

x

y

O

AB

C

D

E

x = a

y = b

y = xp−1

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïëîùàäåé ýòèõ ôèãóð ïðè ëþáûõ a è b âûïîëíåíî
ñîîòíîøåíèå:

SOBDE ≤ SOCE + SBACO.

Òàê êàê

SOBDE = ab , SOCE =

∫ a

0

xp−1 dx =
ap

p
,

à

SBACO =

∫ b

0

yq−1 dy =
bq

q

(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî x = y1/(p−1) è 1/(p−1) = q−1), òî íåðàâåíñòâî
äëÿ ïëîùàäåé ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå (2.2).
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Ïðèìåð 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.2) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó
ìåæäó îáîáùåííûìè ñðåäíèìè àðèôìåòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì:

x1−α · yα ≤ (1− α)x+ αy äëÿ ëþáûõ x, y ≥ 0 è 0 < α < 1.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ p ≤ ∞ îïðåäåëèì íà Rn ôóíêöèîíàë: åñëè
x = (x1, x2, . . . , xn), òî

∥x∥p =
( n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

(p <∞) è ∥x∥∞ = max
k=1,2,...,n

|xk|.

Òåîðåìà 2.7. [íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà] Ïóñòü n ∈ N, 1 < p < ∞, à q � ÷èñëî,
ñîïðÿæåííîå ê p. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x = (x1, . . . xn) ∈ Rn è y = (y1, . . . yn) ∈
Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

n∑
k=1

|xkyk| ≤ ∥x∥p · ∥y∥q. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíåíî, åñëè ∥x∥p = 0 èëè
∥y∥q = 0, òàê êàê â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ xkyk = 0 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n.
Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ∥x∥p > 0 è ∥y∥q > 0. Ïðèìåíèì ëåììó 2.3 ê
÷èñëàì

a =
|xk|
∥x∥p

è b =
|yk|
∥y∥q

äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n.

Òîãäà
|xk| · |yk|
∥x∥p · ∥x∥q

≤ 1

p
· |xk|

p

∥x∥pp
+

1

q
· |yk|

q

∥y∥qq
.

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì:

1

∥x∥p · ∥y∥q

n∑
k=1

|xkyk| ≤
1

p∥x∥pp

n∑
k=1

|xk|p +
1

q∥y∥qq

n∑
k=1

|yk|q =
1

p
+

1

q
= 1,

òàê êàê ÷èñëà p è q âçàèìíî ñîïðÿæåííûå, à òàêæå ââèäó òîãî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

n∑
k=1

|xk|p = ∥x∥pp è
n∑

k=1

|yk|q = ∥y∥qq.

Óìíîæàÿ òåïåðü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà ïðîèçâåäåíèå ∥x∥p · ∥y∥q, ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ (2.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.5. Íåðàâåíñòâî (2.3) ñîõðàíÿåòñÿ òàêæå è â êðàéíèõ ñëó÷àÿõ: ò.å.
äëÿ ïàð p = 1, q = ∞ è p = ∞, q = 1. Ïðîâåðèì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîé ïàðû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ∥ · ∥∞

n∑
k=1

|xkyk| ≤ ∥y∥∞
n∑

k=1

|xk| = ∥x∥1 · ∥y∥∞.

Çàäà÷à 2.4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

lim
p→∞

∥x∥p = ∥x∥∞.
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Çàäà÷à 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå c > 0, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ:
|xk|p = c · |yk|q.

Òåîðåìà 2.8. [íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî] Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 1 < p < ∞ è âñåõ
x, y ∈ Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p. (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà ∥ · ∥p, îöåíèì:

∥x+ y∥pp =
n∑

k=1

|xk + yk|p =
n∑

k=1

|xk + yk| · |xk + yk|p−1

≤
n∑

k=1

|xk| · |xk + yk|p−1 +
n∑

k=1

|yk| · |xk + yk|p−1.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ê êàæäîé èç ñóìì ñïðàâà íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà (2.3), à òàêæå
ó÷èòûâàÿ, ÷òî (p− 1)q = p, ïîëó÷èì:

∥x+ y∥pp ≤ ∥x+ y∥
p
q
p · (∥x∥p + ∥y∥p),

îòêóäà

∥x+ y∥
p(1− 1

q
)

p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p.

Òàê êàê 1− 1
q
= 1

p
, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ýòî â òî÷íîñòè íåðàâåíñòâî (2.4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2.6. Â ñëó÷àå p = 2 íåðàâåíñòâî (2.4) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî.

Çàìå÷àíèå 2.7. Íåðàâåíñòâî (2.4) âåðíî òàêæå, åñëè p = 1 è p = ∞ (ïðîâåðèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, äîêàçàííîå â òåîðåìå 2.8, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
íîâûå ïðèìåðû íîðì êàê íà Rn, òàê è íà ïðîñòðàíñòâàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðèìåð 2.7. Íåðàâåíñòâî (2.4) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë ∥ · ∥p (1 ≤ p ≤ ∞),
îïðåäåëåííûé ðàíåå íà Rn, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Îñòàëüíûå
ñâîéñòâà íîðìû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåãî î÷åâèäíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ËÍÏ Rn

p =
(
Rn, ∥ · ∥p

)
(1 ≤ p ≤ ∞).

Ïðèìåð 2.8. Äëÿ ëþáîãî 1 ≤ p ≤ ∞ ÷åðåç ℓp îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . .), òàêèõ, ÷òî ∥x∥p <∞, ãäå

∥x∥p :=
( ∞∑

k=1

|xk|p
) 1

p

(1 ≤ p <∞) è ∥x∥∞ = sup
k=1,2,3,...

|xk|.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî ËÍÏ. Òàê êàê ñëó÷àé p = ∞ áûë ðàññìîòðåí ðàíåå, îãðàíè÷èìñÿ
ñèòóàöèåé, êîãäà 1 ≤ p < ∞. Äîêàæåì ëèøü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òàê êàê
âñå îñòàëüíûå ñâîéñòâà íîðìû âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ââèäó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî äëÿ êàæäîãî n ∈ N

( n∑
k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤
( n∑

k=1

|xk|p
) 1

p

+
( n∑

k=1

|yk|p
) 1

p

≤ ∥x∥p + ∥y∥p,

òî íóæíîå íàì ñîîòíîøåíèå

∥x+ y∥p ≤ ∥x∥p + ∥y∥p

ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî òàêæå ïîêàçûâàåò,
÷òî ìíîæåñòâî ℓp çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóììû ýëåìåíòîâ (åãî çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâåäåíèÿ íà ÷èñëà è îñòàëüíûå ñâîéñòâà íîðìû ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôóíêöèîíàëüíûì íåðàâåíñòâàì Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé � ýòî òðîéêà (X,Σ, µ), ãäåX � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî, Σ� σ-àëãåáðà åãî ïîäìíîæåñòâ è µ : Σ → [0; +∞)� ìåðà, îïðåäåëåííàÿ
íà Σ, ò.å. ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) µ(∅) = 0
è 2)(σ-àääèòèâíîñòü) åñëè Ei ∈ Σ (i ∈ N), Ei ∩ Ej = ∅ (i ̸= j), òî

µ
( ∞∪

i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

µ(Ei).

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ Σ-èçìåðèìûå ôóíêöèè f : X → R, ò.å. òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî
{x ∈ X : f(x) < c}) ∈ Σ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ R. Íàïîìíèì (ñì. [1, ãë. 6, � 1]
èëè [2, ãë. 5, � 5]), ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî

∫
X

f(x) dµ

ïðèíèìàåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå (êîíå÷íîå èëè ðàâíîå +∞), åñëè Σ-èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Åñëè 1 ≤ p < ∞, òî Lp = Lp(X,Σ, µ) � ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé f : X → R, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) f Σ-èçìåðèìà;

b) ∥f∥p =
(∫
X

|f(x)|p dµ
) 1

p
<∞.

Êàê è â ñëó÷àå Rn (à òàêæå ïðîñòðàíñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé), ñîîòâåòñòâóþùèé
ôóíêöèîíàë ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ p = ∞.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åííîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå α > 0, ÷òî µ{x ∈ X : |f(x)| > α} = 0. Â ýòîì
ñëó÷àå âåëè÷èíà

∥f∥∞ = inf{α > 0 : µ{x ∈ X : |f(x)| > α} = 0}

íàçûâàåòñÿ åå ñóùåñòâåííî âåðõíåé ãðàíüþ.

Ïðèìåð 2.9. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà m è ôóíêöèþ f : [0, 1] → R,
îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =

{
x2, x ̸= 1

n
(n ∈ N);

n, x = 1
n
.

23



ßñíî, ÷òî f íå îãðàíè÷åíà. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α > 1

{x ∈ (0, 1) : |f(x)| > α} ⊂
{1
n

}∞

n=1
.

Òàê êàê ìåðà Ëåáåãà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ, òî

m{x : |f(x)| > α} = 0 äëÿ ëþáîãî α > 1,

îòêóäà ∥f∥∞ ≤ 1 (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ∥f∥∞ = 1).

Òåîðåìà 2.9. [Èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî] Åñëè (X,Σ, µ)
� ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, 1 < p < ∞, à q � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê
p, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé f è g ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:∫

X

|f(x)g(x)| dµ ≤ ∥f∥p · ∥g∥q (íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà) (2.5)

è
∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p (íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî). (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿþòñÿ ñîâåðøåííî òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåì 2.7 è 2.8, òîëüêî ñóììèðîâàíèå íóæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïîX.

Çàäà÷à 2.6. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà (2.5) è (2.6) äëÿ êðàéíèõ èíäåêñîâ p = 1 è
p = ∞.

2.5 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû è èçîìîðôèçìû â ËÍÏ

Îïðåäåëåíèå 2.10. Äâå íîðìû ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2, îïðåäåëåííûå íà ËÏ X, íàçûâàþò
ýêâèâàëåíòíûìè (∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû α > 0 è β > 0,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíåíî:

α∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β∥x∥1. (2.7)

Òåîðåìà 2.10. Åñëè ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2 � äâå íîðìû íà ËÏ, òî ∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îäíîé íîðìå ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü â äðóãîé, è íàîáîðîò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2 è ∥xn − x∥1 → 0 ïðè
n → ∞. Ïðèìåíÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (2.7) ê âåêòîðàì xn − x (n ∈ N)
ïîëó÷èì

0 ≤ ∥xn − x∥2 ≤ β∥xn − x∥1,

îòêóäà ïî òåîðåìå î ñæàòîé ïåðåìåííîé ∥xn − x∥2 → 0.Ïðîòèâîïîëîæíàÿ èìïëèêàöèÿ
(∥xn − x∥2 → 0 ⇒ ∥xn − x∥1 → 0) äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå ñ ïîìîùüþ ëåâîé
÷àñòè (2.7).

Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îäíîé íîðìå ýêâèâàëåíòíà
ñõîäèìîñòè â äðóãîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.7) íåâåðíî. Íàïðèìåð,
ïóñòü íå âûïîëíåíà åãî ïðàâàÿ ÷àñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî β > 0
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íàéäåòñÿ xβ ∈ X, äëÿ êîòîðîãî ∥xβ∥2 > β∥xβ∥1. Â ÷àñòíîñòè, òîãäà äëÿ ëþáîãî
n ∈ N ñóùåñòâóåò xn ∈ X, òàêîé, ÷òî

∥xn∥2 > n · ∥xn∥1. (2.8)

Òàê êàê ââèäó (2.8) xn ̸= 0⃗, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð

yn =
xn√

n · ∥xn∥1
.

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

∥yn∥1 =
1√

n · ∥xn∥1
· ∥xn∥1 =

1√
n
,

è çíà÷èò, ∥yn∥1 → 0. Ñ äðóãîé, ó÷èòûâàÿ (2.8),

∥yn∥2 =
∥xn∥2√
n · ∥xn∥1

≥
√
n,

è ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} íå îãðàíè÷åíà îòíîñèòåëüíî ∥ · ∥2. Òàêèì îáðàçîì,
îíà â ýòîì ñìûñëå íå èìååò ïðåäåëà. Òàê êàê ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó óñëîâèþ,
òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2.11. Íà êîíå÷íîìåðíîì ËÏ X ëþáûå äâå íîðìû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó
ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè dimX = n < ∞, e1, e2, . . . , en �
áàçèñ â X. Íàðÿäó ñ íîðìîé ∥ · ∥, çàäàííîé íà X, îïðåäåëèì íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå
åùå îäíó (åâêëèäîâó) íîðìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè x =
n∑

i=1

xiei (xi ∈ R), òî ∥x∥e :=

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

. (2.9)

Â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ∥ · ∥e ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Äîêàæåì, ÷òî ∥ · ∥ ∼ ∥ · ∥e. Åñëè âåêòîð x ∈ X ïðåäñòàâèì òàê, êàê â (2.9), òî
ââèäó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ïðè p = q = 2

∥x∥ ≤
n∑

i=1

∥xiei∥ =
n∑

i=1

|xi| · ∥ei∥ ≤

(
n∑

i=1

|xi|2
)1/2

·

(
n∑

i=1

∥ei∥2
)1/2

,

îòêóäà
∥x∥ ≤ β∥x∥e, (2.10)

ãäå β :=
(∑n

i=1 ∥ei∥
2
)1/2

.Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî õàðàêòåðà.

Ââåäåì ôóíêöèþ φ : Rn → R :

åñëè z = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, òî φ(z) :=
∥∥∥ n∑

i=1

xiei

∥∥∥.
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥z∥2 =
(∑n

i=1 x
2
i

)1/2
â Rn. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ z0 = (x01, . . . , x

0
n) è z = (x1, . . . , xn) ââèäó

îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, à òàêæå
îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà β

|φ(z)− φ(z0)| =
∣∣∣∥∥∥ n∑

i=1

xiei

∥∥∥− ∥∥∥ n∑
i=1

x0i ei

∥∥∥∣∣∣
≤

∥∥∥ n∑
i=1

(xi − x0i )ei

∥∥∥ ≤ β

(
n∑

i=1

(xi − x0i )
2

)1/2

= β∥z − z0∥2.

Òåì ñàìûì, åñëè ∥z − z0∥2 → 0, òî φ(z) → φ(z0).
Ðàññìîòðèì φ íà ñôåðå

S :=

{
z = (x1, . . . , xn) :

n∑
k=1

x2k = 1

}
åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â Rn. Çàìåòèì, ÷òî S � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
â Rn, è çíà÷èò, êîìïàêò. Ïîýòîìó φ äîñòèãàåò íà S ñâîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè α := minz∈S φ(z), òî φ(z

0) = α äëÿ íåêîòîðîãî z0 = (x01, . . . , x
0
n) ∈

S.
Òàê êàê φ(z) ≥ 0, òî α ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α = 0. Òîãäà φ(z0) = 0, è

çíà÷èò, ïî îïðåäåëåíèþ φ è ââèäó íåâûðîæäåííîñòè íîðìû

n∑
i=1

x0i ei = 0⃗.

Íî e1, e2, . . . , en � áàçèñ, ñëåäîâàòåëüíî, x0i = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Ïîñëåäíåå,
êîíå÷íî, ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x0 ∈ S, è çíà÷èò, α > 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, z ̸= 0⃗, îïðåäåëèì âåêòîð z̄ := z/∥z∥2.
Òîãäà z̄ ∈ S è ïî îïðåäåëåíèþ α

φ(z̄) =

∥∥∥∑n
i=1 xiei

∥∥∥
∥z∥2

≥ α > 0.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ∥z∥2 ïîëó÷èì:∥∥∥ n∑
i=1

xiei

∥∥∥ ≥ α∥z∥2.

Çàìåòèì, ÷òî ∥z∥2 = ∥x∥e, ãäå x ∈ X èìååò âèä (2.9). Ïîýòîìó ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥x∥ ≥ α∥x∥e.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ∥ · ∥ è ∥ · ∥e.
Ïóñòü òåïåðü íà X îïðåäåëåíû äâå ïðîèçâîëüíûå íîðìû ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2. Òàê êàê

êàæäàÿ èç íèõ ýêâèâàëåíòíà åâêëèäîâîé, òî ñóùåñòâóþò òàêèå α1, β1, α2 è β2, ÷òî
äëÿ âñåõ x ∈ X

α1∥x∥e ≤ ∥x∥1 ≤ β1∥x∥e è α2∥x∥e ≤ ∥x∥2 ≤ β2∥x∥e.
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Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò:

α2

β1
∥x∥1 ≤ α2∥x∥e ≤ ∥x∥2 ≤ β2∥x∥e ≤

β2
α1

∥x∥1,

è çíà÷èò, ñîîòíîøåíèå (2.7) âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòàìè α = α2/β1 è β = β2/α1.
Òàêèì îáðàçîì, ∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Â ïðîñòðàíñòâå Rn âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé. Ïðè
ýòîì ñõîäèìîñòü îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç íèõ ýêâèâàëåíòíà ïîêîîðäèíàòíîé
ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êîíå÷íîìåðíîñòè
Rn è òåîðåìû 2.11. Ðàíåå (ñì. òåîðåìó 2.2) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñõîäèìîñòü â
ËÍÏ Rn

∞ = (Rn, ∥ · ∥∞), ãäå ∥x∥∞ = max
k=1,...,n

|xk|, ýêâèâàëåíòíà ïîêîîðäèíàòíîé

ñõîäèìîñòè. Ââèäó òåîðåìû 2.10 è óæå äîêàçàííîãî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ
òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíîé íîðìû íà Rn. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Çàäà÷à 2.7. Íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ℓ1 âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, . . . , xn, . . . )
òàêèõ, ÷òî

∑∞
k=1 |xk| <∞, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íîðì

∥x∥p =

(
∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ p1 ̸= p2 ∥ · ∥p1 � ∥ · ∥p2 .
Çàäà÷à 2.8. Íà ïðîñòðàíñòâå C1[0, 1] âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ
íà [0, 1], îïðåäåëèì äâå íîðìû:

∥x∥1 = max
t∈[0,1]

|x(t)| è ∥x∥2 = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|.

Äîêàçàòü, ÷òî îíè íå ýêâèâàëåíòíû.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü X � ËÏ, Y � ËÍÏ, à A : X → Y � àëãåáðàè÷åñêèé
èçîìîðôèçì. Òîãäà ôóíêöèîíàë ∥x∥A := ∥Ax∥Y (x ∈ X) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè
íîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì íîðìû è àëãåáðàè÷åñêîãî
èçîìîðôèçìà (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îïðåäåëåíèå 2.11. Îòîáðàæåíèå A : X → Y áóäåì íàçûâàåòü èçîìîðôèçìîì
ËÍÏ (èëè ïðîñòî èçîìîðôèçìîì), åñëè A � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì è íîðìû
∥ · ∥X è ∥ · ∥A ýêâèâàëåíòíû íà X. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû
α > 0 è β > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî:

α∥x∥X ≤ ∥Ax∥Y ≤ β∥x∥X (x ∈ X).

Îïðåäåëåíèå 2.12. Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçîìîðôèçì A : X → Y, òî
ËÍÏ X è Y íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ËÍÏ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè "ïðàêòè÷åñêè
îäèíàêîâû" íå òîëüêî â àëãåáðàè÷åñêîì (ñì. òåîðåìó 1.6), íî è â òîïîëîãè÷åñêîì
ñìûñëå.
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Òåîðåìà 2.12. Ëþáûå äâà êîíå÷íîìåðíûõ ËÍÏ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû
ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïî òåîðåìå 1.6 ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì
A : X → Y. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 2.4 ôóíêöèîíàë ∥x∥A = ∥Ax∥Y ÿâëÿåòñÿ íîðìîé
íà X. È íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.11, ïîëó÷àåì, ÷òî ∥ · ∥X ∼ ∥ · ∥A, ò.å. A �
èçîìîðôèçì ËÍÏ X è Y .

2.6 Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 èç ËÍÏX íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè lim

n,m→∞
∥xn − xm∥ = 0 èëè ïîäðîáíåå:

∀ ε > 0 ∃ N = N(ε) ∀ n,m ≥ N ∥xn − xm∥ < ε.

Òåîðåìà 2.13. [Ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé] Ïóñòü X �
ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ.

1. Åñëè xn → x ïî íîðìå, òî {xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

2. Åñëè {xn} ⊂ X ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . ∥xn∥ ≤M.

3. Åñëè {xn} ⊂ X ôóíäàìåíòàëüíà è ñóùåñòâóåò {xnk
} ⊂ {xn}, òàêàÿ, ÷òî

xnk
→ x, òî è xn → x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà (äîêàçàòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

2. Äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 3) òåîðåìû
2.1.

3. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ n,m ≥ N ∥xn − xm∥ < ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê
xnk

→ x, ìîæíî âçÿòü k òàê, ÷òî îäíîâðåìåííî nk ≥ N è ∥xnk
− x∥ < ε. Îòñþäà è

èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N âûïîëíåíî:

∥xn − x∥ = ∥(xn − xnk
) + (xnk

− x)∥ ≤ ∥xn − xnk
∥+ ∥xnk

− x∥ < 2ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà. Îáðàòíîå, êàê
ìû óâèäèì äàëåå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî: ñóùåñòâóþò ËÍÏ, ñîäåðæàùèå íå
ñõîäÿùèåñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò
âàæíûé êëàññ ËÍÏ, â êîòîðûõ ïîíÿòèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè è ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 2.14. ËÍÏ X íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (èëè áàíàõîâûì), åñëè ëþáàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â íåì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 2.10. ËÍÏ R ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé ∥x∥ = |x| ïîëíî, òàê êàê ïî ïðèíöèïó
Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ.
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Çàäà÷à 2.9. Ïóñòü íà ËÍÏ X çàäàíû äâå ýêâèâàëåíòíûå íîðìû ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2.
Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X,ôóíäàìåíòàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî
îäíîé èç íèõ, ôóíäàìåíòàëüíà è îòíîñèòåëüíî äðóãîé.

Ïðèìåð 2.11. Ðàññìîòðèì Rn ñ ïðîèçâîëüíîé íîðìîé è äîêàæåì, ÷òî îíî ïîëíî.
Òàê êàê ïî ñëåäñòâèþ 2.1 âñå íîðìû íà Rn ýêâèâàëåíòíû, òî ââèäó ðåçóëüòàòà
òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ïîëíîòó ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé êîíêðåòíîé íîðìû, íàïðèìåð,

∥x∥∞ = max
k=1,...,n

|xk|, ãäå x = (x1, . . . , xn).

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm = (xm1 , . . . , x
m
n ) (m = 1, 2, . . . )

ôóíäàìåíòàëüíà, ò.å.
∥xm − xk∥∞ −−−−→

m,k→∞
0.

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà

|xmi − xki | ≤ max
j=1,...,n

|xmj − xkj | = ∥xm − xk∥∞

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n

xmi − xki −−−−→
k,m→∞

0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmi }∞m=1

äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.Îïÿòü ââèäó ïðèíöèïà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò
xi := lim

m→∞
xmi . Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó x :=

(x1, . . . , xn) ∈ Rn ïîêîîðäèíàòíî, à çíà÷èò, è ïî íîðìå ∥ · ∥∞ (ñì. ñëåäñòâèå 2.1).
Òåì ñàìûì Rn � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 2.12. Äîêàæåì ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà ℓ1 âñåõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = (x1, x2, . . .), òàêèõ, ÷òî ∥x∥1 =
∞∑
k=1

|xk| <∞.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xm = (xm1 , x
m
2 . . .) (m = 1, 2, . . . ) ôóíäàìåíòàëüíà, òî

∀ ε > 0 ∃N ∀m, k ≥ N ∥xm − xk∥1 =
∞∑
i=1

|xmi − xki | ≤ ε. (2.11)

Îòñþäà äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . |xmj − xkj | ≤ ε (m, k ≥ N), è çíà÷èò, ÷èñëîâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmj }∞m=1 ôóíäàìåíòàëüíà. Ïîýòîìó, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
ñóùåñòâóåò lim

m→∞
xmj := xj (j = 1, 2, . . . ). Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì, ÷òî x = (x1, . . . , xn) ∈

ℓ1 è ∥xm − x∥1 → 0.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì èç (2.11). Çàôèêñèðîâàâ m ≥ N è

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ N

∞∑
i=1

|xmi − xi| ≤ ε èëè èíà÷å ∥xm − x∥1 ≤ ε.

Îòñþäà, âî-ïåðâûõ, xm − x ∈ ℓ1, à çíà÷èò, è x = xm − (xm − x) ∈ ℓ1. Âî-âòîðûõ,
ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∥xm − x∥1 → 0 ïðè
m→ ∞.
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Çàäà÷à 2.10. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ℓp, ñîñòîÿùåå èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x = (x1, x2, . . .), òàêèõ, ÷òî

∥x∥p =

(
∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

<∞,

ïîëíî äëÿ êàæäîãî 1 ≤ p <∞.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàçàòü ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà C[a, b] âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà [a, b], ñ íîðìîé ∥x∥C = maxt∈[a,b] |x(t)|.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð íåïîëíîãî ËÍÏ. Õîä ðàññóæäåíèé ïðè ïîñòðîåíèè
òàêèõ ïðèìåðîâ îáû÷íî ñëåäóþùèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì ËÍÏ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
"÷àñòüþ" äðóãîãî, è ïûòàåìñÿ íàéòè â íåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê
ýëåìåíòó âòîðîãî, áîëåå øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà (è íå ïðèíàäëåæàùåìó íàøåìó
ïðîñòðàíñòâó). Åñëè íàì ýòî óäàåòñÿ, òî òåì ñàìûì ïîñòðîåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ñõîäÿùàÿñÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ïî ýòîé
ïðè÷èíå íåïîëíî.

Îïðåäåëåíèå 2.15. Ôóíêöèþ f : [a, b] → R áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé,
åñëè îòðåçîê [a, b] ìîõíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, âíóòðè êàæäîãî
èç êîòîðûõ îíà íåïðåðûâíà, à èõ êîíöû � åå òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 2.16. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà x0 ôóíêöèè
f(x) ðåãóëÿðíà, åñëè

f(x0) =
f(x0−) + f(x0+)

2
.

Îïðåäåëåíèå 2.17. ×åðåç C̃2[a, b] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé f : [a, b] → R, âíóòðåííèå òî÷êè ðàçðûâà êîòîðûõ ðåãóëÿðíû è, êðîìå
òîãî, íåïðåðûâíûõ â òî÷êå a ñëåâà, à â òî÷êå b ñïðàâà.

Ëåììà 2.5. C̃2[a, b] � ËÏ îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé, à ôóíêöèîíàë

∥f∥2 =

 b∫
a

f 2(x) dx

1/2

, (2.12)

ãäå ñïðàâà ñòîèò èíòåãðàë Ðèìàíà, ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèÿ ∥f∥2 ≥ 0 è ∥αf∥2 = |α| · ∥f∥2, ãäå f ∈ C̃2[a, b],
à α ∈ R, î÷åâèäíû. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë ∥ · ∥2 íåâûðîæäåí, ò.å., ÷òî èç
∥f∥2 = 0 ñëåäóåò: f(x) ≡ 0.

Èòàê, ïóñòü
b∫

a

f 2(x) dx = 0. (2.13)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ [a, b], äëÿ êîòîðîé

|f(x0)| = ε > 0. (2.14)
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) âûïîëíåíî: |f(x)| ≥ ε

2
. Îòñþäà

b∫
a

f 2(x) dx ≥
x0+δ∫

x0−δ

f2(x) dx ≥ ε2δ

2
> 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.13).
Ïîäîáíûå àðãóìåíòû ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå, êîãäà x0 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà

ðàçðûâà. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (2.14) âûòåêàåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë f(x0 − 0)
èëè f(x0 + 0) íå ðàâíî íóëþ. Ïóñòü, íàïðèìåð, |f(x0 − 0)| = ε1 > 0. Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà îïÿòü ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δ, x0)
|f(x)| ≥ ε1

2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

b∫
a

f 2(x) dx ≥
x0∫

x0−δ

f 2(x) dx ≥ ε1
2δ

4
> 0,

÷òî îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò (2.13). Ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.18. Ïóñòü C2[a, b] � ËÏ âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] →
R, ðàññìàòðèâàåìîå ñ íîðìîé (2.12).

ßñíî, ÷òî C2[a, b] ⊂ C̃2[a, b]. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 2.5 C2[a, b] � ËÍÏ.

Òåîðåìà 2.14. ËÍÏ C2[a, b] íåïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî íàéòè â C2[a, b]ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
íå èìåþùóþ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäåëà. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà a = −1, à b = 1 (â îáùåé ñèòóàöèè ðàññóæäåíèÿ òå æå ñàìûå).

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

xn(t) =


1, t ≥ 1

n
,

−1, t ≤ − 1
n
,

nt, − 1
n
< t < 1

n
.

t
−1 −1/n

11/n

x

−1

1

31



Çàìåòèì, ÷òî {xn} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç C2[a, b],

è êàê � èç C̃2[a, b]. Âî âòîðîì ñëó÷àå îíà èìååò ïðåäåë. Òî÷íåå,

∥xn − x∥2 −−−→
n→∞

0, (2.15)

ãäå

x(t) =


1, t > 0

−1, t < 0

0, t = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñëåäóåò:

∥xn − x∥22 =
1∫

−1

|xn(t)− x(t)| dt =
1/n∫

−1/n

|xn(t)− x(t)|2 dt ≤ 8

n
−−−→
n→∞

0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò ïðåäåë â C2[a, b], ò.å. ñóùåñòâóåò

x ∈ C2[a, b], òàêàÿ, ÷òî xn → x. Òàê êàê íîðìà â C2[a, b] è C̃2[a, b] � îäíà è òà æå è

C2[a, b] ⊂ C̃2[a, b], òî îäíîâðåìåííî x � ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â C̃2[a, b].
Íî òîãäà ââèäó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà â ËÍÏ x(t) ≡ x(t). Îäíàêî ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê x(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à x(t) � ðàçðûâíàÿ.
Òåì ñàìûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå èìååò ïðåäåëà â C2[a, b]. Â òî æå âðåìÿ,
èç-çà (2.15), à òàêæå îïÿòü ââèäó ñîâïàäåíèÿ íîðì â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ îíà
ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå C2[a, b]. Â èòîãå çàêëþ÷àåì, ÷òî C2[a, b]� íåïîëíîå
ËÍÏ.

Çàäà÷à 2.12. Äîêàçàòü, ÷òî ËÍÏ C̃2[a, b] òàêæå íåïîëíî.

Çàäà÷à 2.13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ò.å. x = (x1, x2, . . .) ∈ Φ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ k0 = k0(x), ÷òî xk = 0 äëÿ
âñåõ k ≥ k0.

Äîêàçàòü, ÷òî ËÏ Φ, ðàññìàòðèâàåìîå ñ íîðìîé ∥x∥1 =
∑∞

k=1 |xk|, ÿâëÿåòñÿ
íåïîëíûì ËÍÏ.

2.7 Ðÿäû â ËÍÏ. Êðèòåðèé ïîëíîòû.

Ïî àíàëîãèè ñ ÷èñëîâûìè ðÿäàìè â ËÍÏ ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèå ðÿäîâ, èõ
ñõîäèìîñòè è ñóìì.

Îïðåäåëåíèå 2.19. Ïóñòü X � ËÍÏ, {xn}∞n=1 ⊂ X. Îáðàçóåì ôîðìàëüíóþ
áåñêîíå÷íóþ ñóììó (ðÿä)

∞∑
n=1

xn = x1 + x2 + · · ·+ xn + . . . . (2.16)

Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (2.16) ñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Sk :=
k∑

n=1

xn (k = 1, 2, . . . ) èìååò ïðåäåë S ∈ X ïî íîðìå. Ïðè ýòîì âåêòîð S

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà (2.16) è â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò, ÷òî

∞∑
n=1

xn = S.
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Åñëè æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sk} íå èìååò ïðåäåëà, òî ðÿä (2.16)
íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà 2.15. [Âåêòîðíûé êðèòåðèé Êîøè] Ïóñòü X � ËÍÏ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðÿä (2.16) ñõîäèëñÿ â X íåîáõîäèìî, à åñëè X áàíàõîâî, òî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀m > k ≥ N ∥
m∑

n=k+1

xn∥ < ε. (2.17)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðÿä (2.16) ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sk} èìååò ïðåäåë è, çíà÷èò, ôóíäàìåíòàëüíà. Òåì ñàìûì

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀m > k ≥ N ∥Sm − Sk∥ < ε.

Òàê êàê

Sm − Sk =
m∑

n=1

xn −
k∑

n=1

xn =
m∑

n=k+1

xn,

òî ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.17).
Ïóñòü òåïåðü X áàíàõîâî è âûïîëíåíî óñëîâèå Êîøè (2.17). Ðàññóæäåíèÿ

èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå (2.17) ýêâèâàëåíòíî
ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sk} ðÿäà (2.16). Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà ôóíäàìåíòàëüíà, è, çíà÷èò, ââèäó ïîëíîòûX èìååò ïðåäåë. Â èòîãå ðÿä (2.16)
ñõîäèòñÿ, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 2.14. Äîêàçàòü íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè âåêòîðíîãî ðÿäà: åñëè
ðÿä (2.16) ñõîäèòñÿ, òî ∥xn∥ → 0.

Îïðåäåëåíèå 2.20. Ïóñòü X � ËÍÏ, {xn}∞n=1 ⊂ X. Ðÿä (2.16) íàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè

∞∑
n=1

∥xn∥ <∞. (2.18)

Òåîðåìà 2.16. ËÍÏ X ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé àáñîëþòíî
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî è ðÿä (2.16) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.18). Òîãäà ââèäó ÷èñëîâîãî êðèòåðèÿ
Êîøè

∀ε > 0 ∃N = N(ε) ∀m > k ≥ N :
m∑

n=k+1

∥xn∥ < ε

Çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà∥∥∥ n∑
n=k+1

xn

∥∥∥ ≤
m∑

n=k+1

∥xn∥.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðÿäà (2.16) âûïîëíÿåòñÿ âåêòîðíîå óñëîâèå Êîøè. Òàê êàê X
áàíàõîâî, òî ïî òåîðåìå 2.15 ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â X.
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Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òîX �ËÍÏ, â êîòîðîì êàæäûé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ
ðÿä ñõîäèòñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü åãî ïîëíîòó, âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X.Èäåÿ áóäåò ñîñòîÿòü â åå "ïðîðåæèâàíèè" òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ðàçíîñòè ÷ëåíîâ ïîëó÷åííîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçîâûâàëè
àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

Ïðåæäå âñåãî, ââèäó ôóíäàìåíòàëüíîñòè íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n1, ÷òî äëÿ
âñåõ n ≥ n1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: ∥xn−xn1∥ < 2−1. Äàëåå, ïî òîé æå ïðè÷èíå
ñóùåñòâóåò n2 > n1, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n2 ∥xn − xn2∥ < 2−2. Òåì ñàìûì, â
÷àñòíîñòè,

∥xn2 − xn1∥ <
1

2
.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ⊂

{xn}, òàêóþ, ÷òî
∥xnk+1

− xnk
∥ < 1

2k
(k = 1, 2, . . .). (2.19)

Ðàññìîòðèì ðÿä

xn1 +
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk

). (2.20)

Ââèäó íåðàâåíñòâ (2.19) îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ:

∥xn1∥+
∞∑
k=1

∥xnk+1
− xnk

∥ ≤ ∥xn1∥+
∞∑
k=1

1

2k
< ∥xn1∥+ 1 <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sm} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì èìååò ïðåäåë â X. Òàê êàê

Sm+1 = xn1 +
m∑
k=1

(xk+1 − xnk
) = xnm+1 ,

òî òåì ñàìûì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnm} ñõîäèòñÿ. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òðåòüå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.13, çàêëþ÷àåì, ÷òî òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2.21. Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (2.16) ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî â ËÍÏ X, åñëè

äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π : N → N ðÿä
∞∑
k=1

xπ(k) ñõîäèòñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à 2.15. Äîêàçàòü, ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
âûòåêàåò åãî áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü.

Çàäà÷à 2.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä
∑∞

k=1 xk ñõîäèòñÿ â ËÍÏ áåçóñëîâíî. Ïîêàçàòü,
÷òî òîãäà ñóììà ðÿäà

∑∞
k=1 xπ(k) íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè π.

Åñëè ñêàëÿðíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå àáñîëþòíî, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà [3, ãë. 6,

� 6.3] ñóùåñòâóåò ðàñõîäÿùèéñÿ "ïåðåñòàâëåííûé" ðÿä
∞∑
k=1

xπ(k). Ïîýòîìó ýòîò ðÿä

íå áóäåò ñõîäèòüñÿ áåçóñëîâíî. Òåì ñàìûì â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ ðÿäîâ ïîíÿòèÿ
áåçóñëîâíîé è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò. Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäíåå âåðíî è
â êîíå÷íîìåðíûõ ËÍÏ. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå ýòî óæå íå òàê.
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Ïðèìåð 2.13. Â ïðîñòðàíñòâå ℓ2 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ: xk =
(0, . . . , 0, 1/k︸︷︷︸

k

, 0, . . .).

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê

∞∑
k=1

∥xk∥2 =
∞∑
k=1

1

k
= ∞,

òî ðÿä
∑∞

k=1 x
k íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïîêàæåì, ÷òî îí ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ε > 0 íàéäåì òàêîé íîìåð N, ÷òî

( ∞∑
k=N+1

1

k2

)1/2
< ε. (2.21)

Ïóñòü òåïåðü π � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà. Òàê êàê π �
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå N íà N, òî ñóùåñòâóåò íîìåð N1, òàêîé, ÷òî
îáðàç π({1, 2, . . . , N1}) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , N}. Òîãäà, åñëè m > n ≥ N1,
òî {π(n+ 1), π(n+ 2), . . . , π(m)} ∩ {1, 2, . . . , N} = ∅, è çíà÷èò, ââèäó (2.21)

∣∣∣∣∣∣ m∑
k=n+1

xπ(k)
∣∣∣∣∣∣
2
≤
( ∞∑
k=N+1

1

k2

)1/2
< ε.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ℓ2 ïîëíî, à ε > 0 ïðîèçâîëüíî, òî òåì ñàìûì ïî òåîðåìå
2.15 "ïåðåñòàâëåííûé" ðÿä

∑∞
k=1 x

π(k) ñõîäèòñÿ, à èñõîäíûé ðÿä
∑∞

k=1 x
k ñõîäèòñÿ

áåçóñëîâíî.

2.8 Ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðèíöèïà ñòÿãèâàþùèõñÿ
ñåãìåíòîâ íà ïðÿìîé. Íàïîìíèì, ÷òî çàìêíóòûì øàðîì â ËÍÏ X ñ öåíòðîì â
x0 ∈ X è ðàäèóñîì r > 0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

S̄r(x0) := {x ∈ X : ∥x− x0∥ ≤ r}.

Òåîðåìà 2.17. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, {Srk(xk)}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ øàðîâ â X (ò.å. Sr1(x1) ⊃ Sr2(x2) ⊃ . . .),
òàêàÿ, ÷òî rk → 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x ∈ X, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ýòèì
øàðàì (ò.å. x ∈

∩∞
k=1 Srk(xk)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} öåíòðîâ øàðîâ ôóíäàìåíòàëüíà.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïî óñëîâèþ

xn ∈ Srm(xm) äëÿ âñåõ n ≥ m,

òî
∥xn − xm∥ ≤ rm (n ≥ m). (2.22)
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Îòñþäà ∥xn−xm∥ → 0 ïðèm→ ∞, è ôóíäàìåíòàëüíîñòü äîêàçàíà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ââèäó ïîëíîòû X ñóùåñòâóåò lim

n→∞
xn, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç x. Åñëè òåïåðü â

íåðàâåíñòâå (2.22) çàôèêñèðîâàòüm, à n óñòðåìèòü ê áåñêîíå÷íîñòè, òî, ó÷èòûâàÿ
íåïðåðûâíîñòü íîðìû â ËÍÏ, ïîëó÷èì:

∥x− xm∥ ≤ rm äëÿ âñåõ m ∈ N,

èëè ýêâèâàëåíòíî x ∈
∞∩

m=1

Srm(xm).

Åäèíñòâåííîñòü òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé âñåì øàðàì íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
� ïðÿìîå ñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} (ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîâåñòè áîëåå ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ).

Çàäà÷à 2.17. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ ïîñëåäíåé òåîðåìû:
åñëè â ËÍÏ X ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò îáùóþ òî÷êó, òî ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî.

Çàäà÷à 2.18. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå (î ñóùåñòâîâàíèè îáùåé òî÷êè)
òåîðåìû 2.17 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è áåç óñëîâèÿ rk → 0.

2.9 Ìíîæåñòâà ïåðâîé è âòîðîé êàòåãîðèè.

Ïðèíöèï Áýðà-Õàóñäîðôà.

Îïðåäåëåíèå 2.22. Ïîäìíîæåñòâî E ËÍÏ X íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì â
X, åñëè äëÿ ëþáîãî øàðà S èç X ñóùåñòâóåò òàêîé øàð S1 ⊂ S, ÷òî S1 ∩ E = ∅.

Îïðåäåëåíèå 2.23. Ìíîæåñòâî E ⊂ X íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â øàðå S ⊂
X, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàðà S1 ⊂ S S1∩E ̸= ∅. Â ÷àñòíîñòè, E âñþäó ïëîòíî
â ËÍÏ X, åñëè äëÿ âñÿêîãî øàðà S âûïîëíåíî: S ∩ E ̸= ∅.

Ëåììà 2.6. Ìíîæåñòâî E ⊂ X íå íèãäå íå ïëîòíî â ËÍÏ X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî âñþäó ïëîòíî â íåêîòîðîì øàðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 2.24. ÌíîæåñòâîE ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè
â ËÍÏ X, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ
ìíîæåñòâ, íèãäå íå ïëîòíûõ â X, ò.å.

E =
∞∪
k=1

Ek, ãäå Ek (k = 1, 2, . . . ) íèãäå íå ïëîòíû â X.

Ëþáîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

Ïðèìåð 2.14. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R3 ñ ïðîèçâîëüíîé íîðìîé.
a) Ìíîæåñòâî òî÷åê ëþáîé ïëîñêîñòè íèãäå íå ïëîòíî â R3.
b) Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè âñþäó ïëîòíî â R3,

íî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ òàì ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.
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Òåîðåìà 2.18. [ïðèíöèï Áýðà-Õàóñäîðôà] Ëþáîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâîX ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè (â ñåáå), ò.å. îíî íå ïðåäñòàâèìî â âèäå

X =
∞∪
n=1

En, ãäå En íèãäå íå ïëîòíû â X. (2.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî è ïðåäñòàâëåíèå
ïðîñòðàíñòâà X â âèäå (2.23) ñóùåñòâóåò. Òàê êàê E1 íèãäå íå ïëîòíî â X, òî
ñóùåñòâóåò òàêîé øàð Sr1 , ÷òî Sr1

∩
E1 = ∅. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì,

÷òî r1 ≤ 1 (ïðè íåîáõîäèìîñòè åãî ðàäèóñ âñåãäà ìîæíî óìåíüøèòü). Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì, òàê êàê E2 íèãäå íå ïëîòíî â øàðå Sr1 , íàéäåòñÿ øàð Sr2 ⊂ Sr1 , äëÿ
êîòîðîãî Sr2 ∩ E2 = ∅. Ïðè ýòîì îïÿòü ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî r2 ≤ 1/2.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ çàìêíóòûõ
øàðîâ

Sr1 ⊃ Sr2 ⊃ . . . ⊃ Srn ⊃ . . .

ñ ðàäèóñàìè rn ≤ 1/n, òàêóþ, ÷òî

Srn ∩ En = ∅ (n ∈ N). (2.24)

Òàê êàê X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à rn → 0, òî ïî ïðèíöèïó âëîæåííûõ øàðîâ
ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ X, òàêàÿ, ÷òî

x0 ∈
∞∩
n=1

Srn .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñþäà è èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî x0 /∈ En äëÿ âñåõ n ∈ N, è òåì
ñàìûì ââèäó (2.23) x0 /∈ X. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñäåëàííîå
íàìè âíà÷àëå ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè ðàâåíñòâà âèäà (2.23) íåâåðíî, è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 2.19. Äîêàçàòü, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñ÷åòíîãî
ñåìåéñòâà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî.

Çàäà÷à 2.20. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
ÿâëÿåòñÿ òàì ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 2.21. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f : [a, b] → R íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé
(óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ u, v ∈ [a, b] âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

|f(u)− f(v)| 6 C · |u− v|.

a) Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [a, b].
b) Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé îáðàçóåò ìíîæåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè

â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Çàäà÷à 2.22. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèéM ⊂ C[a, b], èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ
õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îòðåçêà, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè â C[a, b].
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Ãëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâà Lp(X,Σ, µ)

3.1 Ìíîæåñòâî Lp(X, Σ, µ) (p > 0) è åãî ñâîéñòâà.

Ïóñòü (X, Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà µ íàçûâàåòñÿ
ïîëíîé, åñëè èç òîãî, ÷òî A ⊂ B è µ(B) = 0, ñëåäóåò: A ∈ Σ (è çíà÷èò, µ(A) = 0).

Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî â ïðîøëîé ãëàâå
ìíîæåñòâà Lp = Lp(X,Σ, µ) (p > 0), ñîñòîÿùåãî èçî âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
f : X → R, òàêèõ, ÷òî

∥f∥p :=

∫
X

|f(x)|p dµ

1/p

<∞.

Òåîðåìà 3.1. [òåîðåìà î âëîæåíèè] Åñëè 0 < p < q <∞, òî Lq ⊂ Lp è äëÿ âñåõ
f ∈ Lq âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

∥f∥p 6 µ(X)
q−p
pq ∥f∥q. (3.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó îïðåäåëåíèÿ êëàññà Lp äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî
(3.1), òàê êàê èç êîíå÷íîñòè ∥f∥q è (3.1) âûòåêàåò êîíå÷íîñòü ∥f∥p.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà ñî âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè ïîêàçàòåëÿìè q/p
è q/(q − p), ïîëó÷èì:

∥f∥pp =
∫
X

|f(x)|p · 1 dµ 6

∫
X

(|f(x)|p)
q
p dµ


p
q

·

∫
X

1 dµ


q−p
q

= µ(X)
q−p
q · ∥f∥pq .

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü 1/p ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (3.1).

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïðîòèâîïîëîæíîå âëîæåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Íàïðèìåð,
åñëè X = [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà m, òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{ 1√
x
, 0 < x 6 1,

0, x(0) = 0.

èçìåðèìà ïî Ëåáåãó è ïðèíàäëåæèò êëàññó L1, òàê êàê

∥f∥1 =
1∫

0

1√
x
dx <∞,
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Â òî æå âðåìÿ, f /∈ L2. Äåéñòâèòåëüíî,

∥f∥22 =
1∫

0

dx

x
= ∞.

Òåì ñàìûì L1([0, 1],m) ̸⊂ L2([0, 1],m).

Çàäà÷à 3.1. Ïóñòü 0 < p < q <∞. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (X,Σ, µ)
è Σ-èçìåðèìîé ôóíêöèè f : X → R, òàêèõ, ÷òî f ∈ Lp \ Lq (ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà).

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé è ïðîèçâîëüíîãî p > 0 ìíîæåñòâî
Lp ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g ∈ Lp. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà f + g ∈ Lp (áîëåå ïðîñòóþ
èìïëèêàöèþ α ∈ R, f ∈ Lp ⇒ αf ∈ Lp ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïðåæäå âñåãî, èç êóðñà "Èíòåãðàë Ëåáåãà"èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f+g èçìåðèìà,
åñëè èçìåðèìû f è g [1, ãë. 4, � 2]. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ∥f + g∥p < ∞. Åñëè
p > 1, òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî:

∥f + g∥p 6 ∥f∥p + ∥g∥p <∞.

Ïóñòü òåïåðü 0 < p < 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

(a+ b)p 6 2p(ap + bp). (3.2)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a < b, òî

(a+ b)p 6 (2b)p 6 2p(bp + ap).

Òàê êàê ñëó÷àé b < a ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, òî (3.2) äîêàçàíî.
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (3.2) ê ÷èñëàì a = |f(x)| è b = |g(x)|, ãäå x ∈ X :

|f(x) + g(x)|p 6 2p(|f(x)|p + |g(x)|p)

è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì x ∈ X:

∫
X

|f(x) + g(x)|p dµ 6 2p

∫
X

|f(x)|p dµ+

∫
X

|g(x)|p dµ

 .

Â èòîãå
∥f + g∥pp 6 2p(∥f∥pp + ∥g∥pp) <∞,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ôóíêöèîíàë ∥ · ∥p, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Lp äàæå
â ñëó÷àå p ≥ 1, òàê êàê îí íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåâûðîæäåííîñòè: ∥f∥p = 0 ⇒
f(x) ≡ 0.

Îïðåäåëåíèå 3.1. ×åðåç S0 = S0(X,Σ, µ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
f : X → R, ðàâíûõ íóëþ ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, ò.å. òàêèõ, ÷òî µ{x ∈
X : f(x) ̸= 0} = 0.
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Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé è ïðîèçâîëüíîãî p > 0 S0 �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Lp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, åñëè f ∈ S0, òî µ{x : f(x) ̸= 0} = 0, îòêóäà

∥f∥pp =
∫
X

|f(x)|pdµ =

∫
{x:f(x)=0}

|f(x)|p dµ+

∫
{x:f(x)̸=0}

|f(x)|p dµ = 0,

è çíà÷èò, f ∈ Lp. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî S0 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ
îïåðàöèé. Ìû ïðîâåðèì ëèøü ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè: f, g ∈ S0 ⇒ f+g ∈ S0

(òî, ÷òî α ∈ R, f ∈ S0 ⇒ αf ∈ S0, ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

{x : f(x) + g(x) ̸= 0} ⊂ {x : f(x) ̸= 0} ∪ {x : g(x) ̸= 0},

îòêóäà ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè è ñóáàääèòèâíîñòè ìåðû (µ(A ∪ B) 6 µ(A) +
µ(B)) ïîëó÷àåì:

0 6 µ{x : f(x) + g(x) ̸= 0} ≤ µ{x : f(x) ̸= 0}+ µ{x : g(x) ̸= 0}.

Òàê êàê îáà ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ, òî
îòñþäà µ{x : f(x) + g(x) ̸= 0} = 0, ò.å. f + g ∈ S0.

Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà m è ôóíêöèþ

f(x) =


n, x =

1

n
,

0, x ̸= 1

n
.

Òàê êàê µ
(
{1/n}∞n=1

)
= 0, òî f ∈ S0.

Çàäà÷à 3.2. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f ∈ S0([0, 1],m), ÷òî ìíîæåñòâî
{x ∈ [0, 1] : f(x) ̸= 0} èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

3.2 Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ôàêòîð-ìíîæåñòâà.

Ôàêòîð- ïðîñòðàíñòâî ËÏ ïî åãî ïîäïðîñòðàíñòâó.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâåX íàçûâàåòñÿ
ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × X := {(x, y), x, y ∈ X}.
Âìåñòî (x, y) ∈ R äàëåå ïèøåì: xRy.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Áèíàðíîå îòíîøåíèåR íàçûâàþò îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,
åñëè:

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X âûïîëíåíî: xRx (ðåôëåêñèâíîñòü);

2. Åñëè x, y ∈ X, òî èç xRy ñëåäóåò: yRx (ñèììåòðè÷íîñòü);

3. Åñëè x, y, z ∈ X, òî èç xRy è yRz ñëåäóåò: xRz (òðàíçèòèâíîñòü).
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Äàëåå, åñëè R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû âìåñòî xRy áóäåì ïèñàòü: x ∼ y.

Çàäà÷à 3.3. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ìåæäó ËÍÏ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ËÍÏ.

Òåîðåìà 3.4. Âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X ïîðîæäàåò
ðàçáèåíèå X íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Òî÷íåå, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

X =
∪
i∈I

Xi, (3.3)

ãäå êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Xi íåïóñòî, ñîñòîèò èç ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé
ýëåìåíòîâ è ïðè ýòîì Xi1 ∩Xi2 = ∅, åñëè i1 ̸= i2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ X ÷åðåçXa îáîçíà÷èì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a, ò.å. ìíîæåñòâî Xa := {x ∈ X : x ∼ a}. Çàìåòèì, ÷òî
ââèäó ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè a ∈ Xa, è çíà÷èò, Xa ̸= ∅.

Ïîêàæåì, ÷òî äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.
Èíà÷å ãîâîðÿ, äîêàæåì èìïëèêàöèþ:

Xa ∩Xb ̸= ∅ ⇒ Xa = Xb. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Xa ∩Xb, òî x ∼ a è x ∼ b, îòêóäà ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè
è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè b ∼ a. Åñëè òåïåðü y ∈ Xb, òî y ∼ b,
÷òî âìåñòå ñ b ∼ a äàåò: y ∼ a, ò.å. y ∈ Xa. Èòàê, Xb ⊂ Xa. Òî÷íî òàê æå ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî Xa ⊂ Xb, è òåì ñàìûì (3.4) äîêàçàíî.

Îòîæäåñòâèì ñîâïàäàþùèå êëàññû è îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Xi (i ∈ I). Òîãäà
ìíîæåñòâà Xi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñî âñåì X.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 3.4. Äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: êàæäîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà
íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ïîðîæäàåò íà íåì íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè∼, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå
X, ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå (3.3). Òîãäà ìíîæåñòâî Σ := {Xi, i ∈ I} íàçûâàåòñÿ
ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X ïî îòíîøåíèþ ∼ è îáîçíà÷àåòñÿ Σ = X/ ∼ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå êîíêðåòíóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü X � ËÏ, à L ⊂ X �
åãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Çàäàäèì íà X áèíàðíîå îòíîøåíèå:

x ∼ y ⇔ x− y ∈ L.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ñàìîì
äåëå, x ∼ x ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî 0⃗ ∈ L, à ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Àíàëîãè÷íî, åñëè x ∼ y, òî x − y ∈ L. Òàê êàê L � ïîäïðîñòðàíñòâî, òî òîãäà
−(x − y) = y − x ∈ L, è çíà÷èò, y ∼ x. Òðàíçèòèâíîñòü ââåäåííîãî îòíîøåíèÿ
ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ââåäåííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò ôàêòîð-
ìíîæåñòâî, êîòîðîå íàçûâàþò ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà X ïî ïîäïðîñòðàíñòâó
L. Îáîçíà÷àåòñÿ îíî ÷åðåç X/L.
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Ýëåìåíòû ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâàX/L èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë: êàæäûé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì ïîäïðîñòðàíñòâà L íà íåêîòîðûé ýëåìåíò
ËÏ X. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x̃ � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì
x ∈ X, òî

x̃ = {y ∈ X : y ∼ x} = {y ∈ X : y − x ∈ L}
= {y ∈ X : y − x = u, u ∈ L}
= {y : y = x+ u, u ∈ L} = x+ L.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå X/L ëèíåéíûå îïåðàöèè. Åñëè x ∈ X, y ∈ X è α ∈ K, òî

x̃+ ỹ := x̃+ y è α · x̃ := α̃ · x.

Äîêàæåì, ÷òî ñëîæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ò.å. ñóììà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
íå çàâèñèò îò âûáîðà èõ "ïðåäñòàâèòåëåé ò.å. ýëåìåíòîâ, èì ïðèíàäëåæàùèõ (ñïðàâåäëèâîñòü
àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî x1 ∈ x̃ è y1 ∈ ỹ. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà x̃ èìååì: x1 =
x+ u (u ∈ L) è àíàëîãè÷íî y1 = y + v (v ∈ L). Òàêèì îáðàçîì,

x1 + y1 = x+ u+ y + v = (x+ y) + (u+ v) ∈ x̃+ y,

òàê êàê u + v ∈ L (L � ïîäïðîñòðàíñòâî). Ïîýòîìó ââèäó òåîðåìû 3.4 x̃1 + y1 ⊂
x̃+ y. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, íàîáîðîò, x̃+ y ⊂ x̃1 + y1. Ñëåäîâàòåëüíî,
x̃1 + y1 = x̃+ y, è êîððåêòíîñòü ñëîæåíèÿ óñòàíîâëåíà.

Òàê êàê X � ËÏ, òî íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ââåäåííûå â
X/L îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèîìàì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè,
íóëü-âåêòîðîì âX/L áóäåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé íóëü-âåêòîðîì 0⃗

ïðîñòðàíñòâàX, ïðè÷åì 0⃗X/L = ˜⃗0 = L.Ïðîòèâîïîëîæíûé ê x̃ ýëåìåíò ïîðîæäàåòñÿ

ïðîòèâîïîëîæíûì ê x ýëåìåíòîì, ò.å. −x̃ = −̃x è ò.ä.

3.3 ËÍÏ p-àáñîëþòíî ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó

ôóíêöèé.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, (X,Σ, µ) � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, à Lp = Lp(X,Σ, µ)
(p > 0) � ËÏ (îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé) âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
f : X → R, òàêèõ, ÷òî

∥f∥p =

∫
X

|f(x)|p dµ

1/p

<∞.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî S0 = S0(X,Σ, µ) âñåõ ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ íà X ï.â.,
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Lp. Òåì ñàìûì â ñîîòâåòñòâèå ñ îïðåäåëåíèåì

èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî ââåñòè ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî L̃p := Lp/S0. Åãî
ýëåìåíòû � êëàññû ôóíêöèé, ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé ï.â., à èìåííî, êàæäàÿ
ôóíêöèÿ f ∈ Lp ïîðîæäàåò êëàññ

f̃ := {g ∈ Lp : g = f + h, h = 0 ï.â.} = {g ∈ Lp : g = f ï.â.}.
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Êðîìå òîãî, â L̃p êîððåêòíî îïðåäåëåíû ëèíåéíûå îïåðàöèè

f̃ + g̃ := f̃ + g è α · f̃ := α̃ · f,

ïðåâðàùàþùèå L̃p â ËÏ.

Ïîêàæåì, ÷òî â L̃p ìîæíî ââåñòè òàêæå ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1. f̃ · g̃ := f̃ · g (óìíîæåíèå);
2. |f̃ | := |̃f | (âû÷èñëåíèå ìîäóëÿ);
3. |f̃ |α := |̃f |α (α ∈ R) (âîçâåäåíèå â ñòåïåíü);
4.
∫
X
f̃ dµ :=

∫
X
f dµ (èíòåãðèðîâàíèå).

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ïåðâîé è ïîñëåäíåé èç íèõ (äëÿ îñòàëüíûõ ïðîâåðèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

1. Ïóñòü f1 ∈ f̃ è g1 ∈ g̃ ïðîèçâîëüíû. Òîãäà f1 = f + u à g1 = g + v, ãäå u = 0
è v = 0 ï.â. Ïðåäñòàâèì

f1g1 = fg + (fv + ug + vu) (3.5)

è äîêàæåì, ÷òî h := fv + ug + vu = 0 ï.â. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ h.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå fv. Òàê êàê

{x ∈ X : f(x)v(x) ̸= 0} ⊂ {x ∈ X : v(x) ̸= 0},

òî ââèäó íåîòðèöàòåëüíîñòè è ìîíîòîííîñòè ìåðû

0 ≤ µ{x ∈ X : f(x)v(x) ̸= 0} ≤ µ{x ∈ X : v(x) ̸= 0}.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, çíà÷èò, ðàâíà íóëþ è ëåâàÿ ÷àñòü,
ò.å. fv = 0 ï.â. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ug = 0 ï.â. è uv =

0 ï.â., îòêóäà h = 0 ï.â. Òîãäà èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî f̃1 · g1 ⊂ f̃ · g. Òàê êàê

ïðîòèâîïîëîæíîå âëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàê æå, òî â èòîãå f̃1 · g1 = f̃ · g.
4. Åñëè f1 ∈ f̃ , òî f1 = f + u, ãäå u = 0 ï.â., è òîãäà∫

X

f1 dµ :=

∫
X

f dµ+

∫
X

u dµ =

∫
X

f dµ.

Ââåäåííûå íà L̃p îïåðàöèè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèîíàë

∥f̃∥p =

∫
X

|f(x)|p dµ

1/p

.

Òåîðåìà 3.5. Åñëè p > 1, òî ôóíêöèîíàë ∥ · ∥p îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè

íîðìû, è, çíà÷èò, L̃p ñòàíîâèòñÿ ËÍÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïî-ïðåäûäóùåìó, L̃p �ËÏ è ñðàçó æå èç îïðåäåëåíèé
ïîëó÷àåì:

∥f̃∥p = ∥f∥p > 0

è
∥αf̃∥p = ∥α̃f∥p = ∥αf∥p = |α| · ∥f̃∥p.
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Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèé è èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

∥f̃ + g̃∥p = ∥f̃ + g∥p = ∥f + g∥p 6 ∥f∥p + ∥g∥p = ∥f̃∥p + ∥g̃∥p.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü íåâûðîæäåííîñòü ôóíêöèîíàëà ∥ · ∥p :

∥f̃∥p = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 0 ï.â.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè:∫
X

|f(t)|p dµ = 0 ⇒ f = 0 ï.â. (3.6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåâåðíî, ò.å. åñëè E := {x ∈ X : f(x) ̸= 0}, òî µ(E) > 0.
Ëåãêî ïðîâåðèòü (?), ÷òî

E =
∞∪
n=1

En, ãäå En := {x ∈ X : |f(x)| > 1/n} (n = 1, 2, . . . ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ñ÷åòíîé ñóáàääèòèâíîñòè ìåðû [2, ãë. 5, � 2]

µ(E) ≤
∞∑
n=1

µ(En).

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ µ(E) > 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî µ(En0) > 0. Íî
òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà En0∫

X

|f(x)|p dµ >
∫

En0

|f(x)|p dµ > µ(En0)

np
0

> 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ èìïëèêàöèè (3.6). Òåì ñàìûì îíà, à çíà÷èò, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

3.4 Ïîëíîòà ËÍÏ p-àáñîëþòíî ñóììèðóåìûõ ïî

Ëåáåãó ôóíêöèé.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîñòüþ ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ò.å. îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà∫

X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ. (3.7)

Ïåðâûé èç íèõ (ñì. òàêæå ïîñëåäóþùåå çàìå÷àíèå) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü
ïî÷òè âñþäó ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ëèøü íåêîòîðîå áîëåå
ñëàáîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 3.6. [Ôàòó] Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåðîé, {fn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà X. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò C > 0, äëÿ
êîòîðîãî ∫

X

fn(x) dµ 6 C (n = 1, 2, . . . ),

è ÷òî ñóùåñòâóåò f(x) := lim
n→∞

fn(x) ï.â. íà X. Òîãäà∫
X

f(x) dµ 6 C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî N ïîëîæèì:

fN
n (x) := min(fn(x), N) è fN(x) := min(f(x), N).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (?), ÷òî äëÿ êàæäîãî N fN
n (x) → fN(x) ïðè n → ∞ ï.â. íà

X. Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî, à N ôèêñèðîâàíî. Îáîçíà÷èì

An(ε) := {x ∈ X : |fN
n (x)− fN(x)| > ε}.

Òàê êàê èç ñõîäèìîñòè ï.â. âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå [1, ãë. 4, òåîðåìà 3.1], òî
µ(An(ε)) < ε äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïîýòîìó∫

X

fN(x) dµ ≤
∫
X

fN
n (x) dµ+

∫
An(ε)

|fN
n (x)− fN(x)| dµ

+

∫
X\An(ε)

|fN
n (x)− fN(x)| dµ

≤ C + 2Nµ(An(ε)) + εµ(X) ≤ C + ε(2N + µ(X)).

Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà

lim
N→∞

∫
X

fN(x) dµ =

∫
X

f(x) dµ.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â ïðåäûäóùåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè N → ∞, ïîëó÷àåì∫
X

f(x) dµ ≤ C + ε(2N + µ(X)),

è íóæíîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0.

Çàìå÷àíèå 3.3. Èç óñëîâèé òåîðåìû 3.6 âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò âîçìîæíîñòü
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ò.å. ôîðìóëà (3.9)). Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà, à òàêæå ôóíêöèè

fn(x) =

{
n, 0 6 x 6 1

n
,

0, x > 1
n
.

Òàê êàê
1∫

0

fn(x) dx = 1 è lim
n→∞

fn(x) = 0 (0 < x ≤ 1),
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òî óñëîâèÿ òåîðåìû 3.6 â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû. Â òî æå âðåìÿ,

1∫
0

f(x) dx = 0,

è çíà÷èò, ðàâåíñòâî (3.7) íåâåðíî.

Îäíèì èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 3.7. [Á. Ëåâè] Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ ìåðîé, 0 6 f1(x) 6 f2(x) 6 ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà X, f(x) = lim

n→∞
fn(x). Òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïðåäåë limn→∞
∫
X
fn(x) dµ (êîíå÷íûé

èëè áåñêîíå÷íûé) ñóùåñòâóåò è

lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ ≤
∫
X

f(x) dµ.

Âçÿâ â êà÷åñòâå C ýòîò ïðåäåë, ââèäó òåîðåìû 3.6 ïîëó÷àåì ïðîòèâîïîëîæíîå
íåðàâåíñòâî. Òåì ñàìûì (3.7) äîêàçàíî.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåïåðü ãëàâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 3.8. [Ðèññ-Ôèøåð] ËÍÏ L̃p(X,Σ, µ) ïîëíî äëÿ êàæäîãî p ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó êðèòåðèÿ ïîëíîòû ËÍÏ, ñîäåðæàùåãîñÿ â òåîðåìå 2.16,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå
L̃p.

Èòàê, ïóñòü
∞∑
n=1

∥f̃n∥p <∞, ãäå {f̃n} ⊂ L̃p. Òîãäà, åñëè fn ∈ f̃n (n ∈ N), òî

∞∑
n=1

∥fn∥p <∞. (3.8)

Òàê êàê ïî òåîðåìå 3.1 î âëîæåíèè Lp-ïðîñòðàíñòâ

∥fn∥1 6 (µ(X))
p−1
p ∥fn∥p,

òî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.8), à òàêæå ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ
ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
n=1

∥fn∥1 <∞

èëè
∞∑
n=1

∫
X

|fn(x)| dµ <∞. (3.9)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Sk :=
k∑

n=1

fn, S
+
k :=

k∑
n=1

|fn| è S+ :=
∞∑
n=1

|fn|.
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S+
k (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî ïî òåîðåìå 3.7∫

X

S+
k (x) dµ −→

k → ∞

∫
X

S+(x) dµ,

îòêóäà ââèäó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà

k∑
n=1

∫
X

|fn(x)| dµ −→
k → ∞

∫
X

S+(x) dµ,

è çíà÷èò, ∫
X

S+(x) dµ =
∞∑
n=1

∫
X

|fn(x)| dµ.

Îòñþäà è èç (3.9) ñëåäóåò: S+ ∈ L1, è ïîýòîìó ôóíêöèÿ S+(x) êîíå÷íà ï.â.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä

∑∞
n=1 fn(x) àáñîëþòíî cõîäèòñÿ ï.â. íàX. Ñëåäîâàòåëüíî,

åãî ñóììà ï.â. ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé

S(x) =


∞∑
n=1

fn(x), åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ,

0, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Äîêàæåì, ÷òî S ∈ Lp è ∥Sn − S∥p → 0.
Ïðåæäå âñåãî, îïÿòü ââèäó (3.8) è ÷èñëîâîãî êðèòåðèÿ Êîøè

∀ ε > 0 ∃ N : ∀ l > m > N

l∑
n=m

∥fn∥p < ε.

Òåì ñàìûì ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà∫
X

|Sl(x)− Sm(x)|p dµ 6 εp, åñëè l > m > N. (3.10)

Çàôèêñèðóåì m ≥ N è ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé:

φl(x) = |Sl(x)− Sm(x)|p, l > m.

Òîãäà φl(x) > 0 è lim
l→∞

φl(x) = |S(x)− Sm(x)|p ï.â. íà X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.6, è ïîýòîìó èç (3.10)
ñëåäóåò: ∫

X

|S(x)− Sm(x)|p dµ 6 εp (m > N),

èëè èíà÷å
∥S − Sm∥p 6 ε (m > N). (3.11)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, S − Sm ∈ Lp (m ≥ N), à òåì ñàìûì S = Sm + (S − Sm) ∈
Lp. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî (3.11) è ïðîèçâîëüíîñòü ε > 0 ïîêàçûâàþò, ÷òî
∥Sm − S∥p → 0 ïðè m→ ∞.
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Â çàêëþ÷åíèå âåðíåìñÿ îò èíäèâèäóàëüíûõ ôóíêöèé ê ýëåìåíòàì ïðîñòðàíñòâà
L̃p (êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè). Ââèäó îïðåäåëåíèé

∥S̃∥p = ∥S∥p è ∥S̃m − S̃∥p = ∥S̃m − S∥p = ∥Sm − S∥ −→
m → ∞

0.

Òàê êàê

S̃m =
m∑

n=1

f̃n è S̃ =
∞∑
n=1

f̃n,

òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 f̃n ñõîäèòñÿ â L̃p. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3.4. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ L̃p áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

÷åðåç Lp, à åãî ýëåìåíòû f̃ � ÷åðåç f . Òåì íå ìåíåå, ïî-ïðåæíåìó íàäî èìåòü â
âèäó, ÷òî ýëåìåíòû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � íå èíäèâèäóàëüíûå èçìåðèìûå ôóíêöèè,
à êëàññû ôóíêöèé, ñîâïàäàþùèõ ìåæäó ñîáîé ï.â. Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî f = g è
íåðàâåíñòâî f ≤ g â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñþäó, à òîëüêî
ï.â.

3.5 Ìíîæåñòâà ôóíêöèé, âñþäó ïëîòíûå â ËÍÏ

Lp.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî E ËÍÏ X âñþäó ïëîòíî â X, åñëè äëÿ âñÿêîãî
øàðà S ýòîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíî: S∩E ̸= ∅, èëè, ýêâèâàëåíòíî, äëÿ ëþáûõ
x ∈ X è ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé y ∈ E, ÷òî ∥x − y∥ < ε. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ, âñþäó ïëîòíûõ â ËÍÏ Lp[a, b] â ñëó÷àå,
êîãäà p <∞.

Çäåñü íàì áóäåò íóæíà åùå îäíà òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 3.9. [Ëåáåã] Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ìåðîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn}∞n=1 Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà X, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ï.â. x ∈ X ñóùåñòâóåò lim
n→∞

fn(x) := f(x);

2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h(x) ∈ L1, h(x) > 0, òàêàÿ, ÷òî |fn(x)| 6 h(x) (n ∈ N)
ï.â. íà X.

Òîãäà ∫
X

f(x) dµ = lim
n→∞

∫
X

fn(x) dµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà îò ñóììèðóåìîé
ôóíêöèè [1, ãë. 6, òåîðåìà 2.8] äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî èç
íåðàâåíñòâà µ(E) < δ (E ⊂ X) ñëåäóåò:

∫
E
h(x) dµ < ε.

Äàëåå, â î÷åðåäíîé ðàç ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ï.â. âûòåêàåò ñõîäèìîñòü
ïî ìåðå [1, ãë. 4, òåîðåìà 3.1], äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà
An(ε) := {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε} : µ(An(ε)) < δ. Òàê êàê |f(x)| 6 h(x) ï.â. íà
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X, òî îòñþäà∣∣∣ ∫
X

fn(x) dµ−
∫
X

f(x) dµ
∣∣∣ ≤

∫
An(ε)

|fn(x)− f(x)| dµ+

∫
X\An(ε)

|fn(x)− f(x)| dµ

≤ 2

∫
An(ε)

h(x) dµ+ εµ(X) ≤ ε(2 + µ(X)),

åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 3.5. Äîêàçàòü ñâîéñòâî àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà îò ñóììèðóåìîé
ôóíêöèè, ïðèìåíåííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé,
p ∈ [1,∞). Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé âñþëó ïëîòíî
â ïðîñòðàíñòâå Lp = Lp(X,Σ, µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî f ∈ Lp è ëëÿ ëþáîãî n ∈ N îïðåäåëèì
ôóíêöèþ

fn(x) =

{
f(x), åñëè|f(x)| 6 n,
0, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî fn(x) Σ-èçìåðèìà (?) è |fn(x)| 6 |f(x)| (n ∈ N, x ∈
X). Êðîìå òîãî, fn(x) → f(x) (x ∈ X). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n0 ∈ N, ÷òî n0 > |f(x)|. Íî òîãäà, åñëè n > n0, òî
fn(x) = f(x).

Îïðåäåëèì gn(x) := |fn(x)− f(x)|p. Òîãäà ïî-ïðåäûäóùåìó gn(x) → 0 (x ∈ X),
è, êðîìå òîãî,

|gn(x)| 6 (|fn(x)|+ |f(x)|)p 6 2p|f(x)|p.

Òàê êàê 2p|f(x)|p ∈ L1, òî ïî òåîðåìå 3.9∫
X

gn(x) dµ→ 0, åñëè n→ ∞.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî∫
X

gn(x) dµ =

∫
X

|fn(x)− f(x)|pd µ 6 εp,

èëè ∥fn − f∥p ≤ ε. Òàê êàê |fn(x)| ≤ n (n ∈ N), òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòðàíñòâà Lp[a, b], ñîñòîÿùåãî
èç ôóíêöèé f : [a, b] → R, èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó è òàêèõ, ÷òî

∥f∥p =
(∫ b

a

|f(x)|p dx
)1/p

<∞.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå èçìåðèìûõ
ïî Ëåáåãó ôóíêöèé, íàçûâàåìûé îáû÷íî òåîðåìîé îá "èñïðàâëåíèè" (äîêàçàòåëüñòâî
ñì. â [1, ãë. 4, � 4]).
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Òåîðåìà 3.11. [Ëóçèí] Ïóñòü f : [a, b] → R � èçìåðèìàÿ (ïî Ëåáåãó) ôóíêöèÿ,
òàêàÿ, ÷òî |f(t)| 6 K (t ∈ [a, b]). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ g : [a, b] → R ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. |g(t)| 6 K (t ∈ [a, b]);

2. m{t ∈ [a, b] : f(t) ̸= g(t)} < ε.

Òåîðåìà 3.12. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞) ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âñþäó
ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Lp = Lp[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ Lp è ε > 0. Ïî òåîðåìå 3.10 ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ h, äëÿ êîòîðîé

∥f − h∥p <
ε

2
. (3.12)

Òàê êàê h îãðàíè÷åíà, òî äëÿ íåêîòîðîãî K > 0 |h(t)| 6 K. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
3.11, íàéäåì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ g, |g(t)| ≤ K, äëÿ êîòîðîé

m{t ∈ [a, b] : g(t) ̸= h(t)} 6 εp

22pKp
.

Òîãäà

∥g − h∥pp =

b∫
a

|g(t)− h(t)|p dt =
∫

{g=h}

|g(t)− h(t)|p dt+
∫

{g ̸=h}

|g(t)− h(t)|p dt

=

∫
{g ̸=h}

|g(t)− h(t)|p dt 6 (2K)pm{t ∈ [a, b] : g(t) ̸= h(t)} 6
(ε
2

)p
.

Â èòîãå ââèäó (3.12) è èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî

∥f − g∥p ≤ ∥f − h∥p + ∥g − h∥p ≤ ε.

Íàïîìíèì ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò èç ìàòåìàòè÷åñîãî àíàëèçà [4, � 12.4].

Òåîðåìà 3.13. [Âåéåðøòðàññ] Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [a, b] →
R è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí P (t), ÷òî

max
t∈[a,b]

|f(t)− P (t)| < ε.

Çàìå÷àíèå 3.5. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (t) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òîáû îí èìåë ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ýòîé òåîðåìå äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [a, b] →
R è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

P (t) =
n∑

k=0

akt
k (ak ∈ R),
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äëÿ êîòîðîãî

max
t∈[a,b]

|f(t)− P (t)| < ε

2
. (3.13)

Îáîçíà÷èì ρ =
n∑

k=0

max(|a|k, |b|k). Òîãäà, òàê êàê ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

âñþäó ïëîòíî â R, òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . . , n íàéäåòñÿ òàêîå ðàöèîíàëüíîå qk,
÷òî |ak − qk| < ε/(2ρ).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Q(t) :=
n∑

k=0

qkt
k.

Òàê êàê
n∑

k=0

|tk| ≤ ρ (a ≤ t ≤ b), òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [a, b]

|P (t)−Q(t)| =
∣∣∣ n∑
k=0

(ak − qk)t
k
∣∣∣ ≤ ε

2ρ
·

n∑
k=0

|tk| ≤ ε

2
,

îòêóäà

max
t∈[a,b]

|P (t)−Q(t)| ≤ ε

2
.

Òåì ñàìûì ââèäó (3.13)

max
t∈[a,b]

|f(t)−Q(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|f(t)− P (t)|+ max
t∈[a,b]

|P (t)−Q(t)| < ε.

Òåîðåìà 3.14. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïî òåîðåìå 3.12 äëÿ ëþáûõ f ∈ Lp è ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g, ÷òî

∥f − g∥p <
ε

2
. (3.14)

Äàëåå, ïî òåîðåìå 3.13 è çàìå÷àíèþ ïîñëå íåå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíQ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî

max
t∈[a,b]

|g(t)−Q(t)| ≤ ε

2(b− a)
1
p

.

Îòñþäà

∥g −Q∥pp =
b∫

a

|g(t)−Q(t)|p dt ≤ εp

2p(b− a)
(b− a) =

εp

2p
,

è çíà÷èò, ∥g −Q∥p ≤ ε
2
. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, (3.14) è íåðàâåíñòâî

Ìèíêîâñêîãî â èòîãå ïîëó÷àåì:

∥f −Q∥p ≤ ∥f − g∥p + ∥g −Q∥p < ε.

Îïðåäåëåíèå 3.6. ËÍÏ X íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò
ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞) ïðîñòðàíñòâî Lp[a, b] ñåïàðàáåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òåîðåìû 3.14 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî PQ

âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷åòíî. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
ïðåäñòàâëåíèå:

PQ =
∞∪
n=0

Pn
Q,

ãäå Pn
Q � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè,

íå á�îëüøåé n. Ïîêàæåì, ÷òî Pn
Q ñ÷åòíî äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Â ñàìîì äåëå,

îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå èç Pn
Q â n+ 1-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå Qn+1 :

P (t) =
n∑

k=0

qkt
k ∈ Pn

Q 7→ (q0, q1, ..., qn) ∈ Qn+1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî (?). Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê Qn+1

ñ÷åòíî, òî è Pn
Q ñ÷åòíî. Â èòîãå ìíîæåñòâî PQ ñ÷åòíî, êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî

÷èñëà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Íàïîìíèì (ñì. îïðåäåëåíèå 2.9), ÷òî Σ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → R (çäåñü
(X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî µ{t ∈ X : |f(x)| > α} = 0.
Ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â ýòîì ñëó÷àå � ýòî âåëè÷èíà ∥f∥∞ := inf α, ãäå
íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì α, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 3.6. Äîêàçàòü, ÷òî ∥ · ∥∞ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè íîðìû, è òåì ñàìûì
ìíîæåñòâî L∞ = L∞(X,Σ, µ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,
ÿâëÿåòñÿ ËÍÏ.

Çàäà÷à 3.7. Äîêàçàòü, ÷òî ËÍÏ L∞ ïîëíî.

Çàäà÷à 3.8. Äîêàçàòü, ÷òî ËÍÏ L∞([a, b],m), ãäå, êàê è îáû÷íî, m � ìåðà Ëåáåãà,
íå ñåïàðàáåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèþ âèäà:

T (x) = a0 +
n∑

k=0

(ak cos(kx) + bk sin(kx)) , ãäå a2n + b2n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû ñì. òàêæå â [4, � 12.4].

Òåîðåìà 3.15. [Âåéåðøòðàññ] Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [0, 2π] →
R, f(0) = f(2π), è âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì
T (x), ÷òî

max
x∈[0,2π]

|f(x)− T (x)| < ε.

Çàäà÷à 3.9. Ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå f(0) = f(2π) â ïîñëåäíåé òåîðåìå ñóùåñòâåííî.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü p ∈ [1,∞). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : [0, 2π] →
R è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g : [0, 2π] → R, ÷òî
g(0) = g(2π) = 0 è ∥f − g∥p < ε.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííûõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f è ε > 0 îïðåäåëèì:

K = max
t∈[0,2π]

|f(x)| , δ :=
εp

2(2K)p

è

g(t) =


f(t), t ∈ [δ, 2π − δ],
0, t = 0 èëè t = 2π,
ëèíåéíà è íåïðåðûâíà íà [0, δ] è íà [2π − δ, 2π].

t
0 δ 2π − δ 2π

x

x = f(t)

x
=
g(t)

Òîãäà

∥f − g∥pp =
δ∫

0

|f(t)− g(t)|pdt+
2π∫

2π−δ

|f(t)− g(t)|pdt ≤ 2 · (2K)p · δ = εp,

îòêóäà ∥f − g∥p ≤ ε.

Òåîðåìà 3.16. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [1,∞) ìíîæåñòâî âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 2π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f ∈ Lp[0, 2π] è ε > 0 ïî
òåîðåìå 3.12 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g, äëÿ êîòîðîé

∥f − g∥p <
ε

3
.

Ïî ëåììå 3.1 íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h, òàêàÿ, ÷òî h(0) = h(2π) = 0 è

∥g − h∥p <
ε

3
.

È íàêîíåö, ïî òåîðåìå 3.15 ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì T (x), äëÿ
êîòîðîãî

max
x∈[0,2π]

|h(x)− T (x)| < ε

3(2π)
1
p

,
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îòêóäà òî÷íî òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùèõ òåîðåì, ïîëó÷àåì:

∥h− T∥p 6
ε

3
.

Â èòîãå èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ è èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî
ñëåäóåò:

∥f − T∥p ≤ ε.

Çàäà÷à 3.10. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 2π].
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Ãëàâà 4

Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è

îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû

4.1 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî.

Îïðåäåëåíèå 4.1. ËÏH íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì (ÃÏ), åñëè êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ x, y ∈ H ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y), íàçûâàåìîå èõ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) äëÿ ëþáîãî x ∈ H (x, x) ≥ 0 è (x, x) = 0 ⇔ x = 0⃗;
2) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ H (x, y) = (y, x);
3) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H è λ ∈ C (λx, y) = λ(x, y);
4) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y, z ∈ H (x+ y, z) = (x, z) + (y, z).

Çàìå÷àíèå 4.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÃÏ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë R, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííî, à àêñèîìó 2)
íóæíî çàìåíèòü àêñèîìîé 2′) (x, y) = (y, x).

Ëåììà 4.1. Åñëè (x, y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ËÏ H, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x, y, z ∈ H è α ∈ C âåðíû ðàâåíñòâà:

(x, y + z) = (x, y) + (x, z) è (x, αy) = α · (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëèøü âòîðîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé (ïåðâîå ïðîâåðèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî). Ââèäó ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(x, αy) = (αy, x) = α · (y, x) = α · (x, y).

Ââåäåì íà ÃÏ H ôóíêöèîíàë ∥x∥ :=
√
(x, x) (x ∈ H). Äàëåå ìû ïîêàæåì,

÷òî îí îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè íîðìû. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ÃÏ
èãðàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå.
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Òåîðåìà 4.1. [íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî] Ïóñòü H � ïðîèçâîëüíîå ÃÏ.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|(x, y)| 6 ∥x∥ · ∥y∥. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x, y ∈ H îïðåäåëèì ôóíêöèþ:

φ(λ) := (x+ λy, x+ λy) (λ ∈ R).

Çàìåòèì, ÷òî φ(λ) ≥ 0 è ââèäó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

φ(λ) = (x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λ2(y, y)

= ∥x∥2 + λ((x, y) + (x, y)) + λ2∥y∥2

= λ2∥y∥2 + 2λℜ(x, y) + ∥x∥2,

ãäå ℜα� âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α. Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
φ(λ) íåîòðèöàòåëüíà, òî åå äèñêðèìèíàíò íå ïîëîæèòåëåí, è çíà÷èò,

|ℜ(x, y)| 6 ∥x∥ · ∥y∥. (4.2)

Îñòàëîñü çàìåíèòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
íà ñàìî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y)
â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå: (x, y) = |(x, y)| · eiθ, ãäå θ ∈ [0, 2π), è ðàññìîòðèì
âåêòîð y1 := eiθ · y ∈ H. Òîãäà ââèäó (4.2) èìååì:

|ℜ(x, y1)| 6 ∥x∥ · ∥y1∥. (4.3)

Êðîìå òîãî, ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà
∥ · ∥

ℜ(x, y1) = ℜ(x, eiθ · y) = ℜ
(
e−iθ · (x, y)

)
= |(x, y)|

è
∥y1∥2 = (y1, y1) = (eiθ · y, eiθ · y) = (y, y) = ∥y∥2.

Â èòîãå (4.1) ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì (4.3) è ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.2. Ôóíêöèîíàë ∥x∥ =
√
(x, x) (x ∈ H) çàäàåò íîðìó íà ÃÏ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî

∥x+ y∥2 = (x+ y, x+ y) = ∥x∥2 + 2ℜ(x, y) + ∥y∥2

6 ∥x∥2 + 2∥x∥ · ∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà. Îñòàëüíûå ñâîéñòâà íîðìû � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâ
ñêàëÿðíîãî ïðèçâåäåíèÿ (?).

Çàìå÷àíèå 4.2. Ââèäó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ëþáîå ÃÏ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ∥x∥ =

√
(x, x).Êàê ìû óâèäèì äàëåå, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: äàëåêî íå âî âñåõ ËÍÏ ìîæíî çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
òàê, ÷òîáû èñõîäíàÿ íîðìà âûðàæàëàñü áû ÷åðåç íåãî ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ôîðìóëå.
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Òåîðåìà 4.3. [Íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ] Ïóñòü H � ÃÏ è xn, x, yn, y ∈
H (n = 1, 2, . . . ). Åñëè xn → x, à yn → y ïî íîðìå H, òî (xn, yn) → (x, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî ∥xn∥ ≤ M (n ∈ N). Ïîýòîìó ââèäó íåðàâåíñòâà
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|(xn, yn)− (x, y)| = |(xn, yn)− (xn, y) + (xn, y)− (x, y)|
6 |(xn, yn − y)|+ |(xn − x, y)|
6 M · ∥yn − y∥+ ∥xn − x∥ · ∥y∥.

Ïî óñëîâèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Ãèëüáåðòîâîïîäîáíûå ËÍÏ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. ËÍÏ X íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ (èëè âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë
íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâîïîäîáíûì, åñëè íà íåì ìîæíî çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(·, ·) òàê, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

∥x∥X =
√

(x, x),

ãäå ∥ · ∥X � èñõîäíàÿ íîðìà íà X.

Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ãèëüáåðòîâîïîäîáíûõ ËÍÏ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîñòîå óòâåðæäåíèå,
êîòîðîå îáîáùàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè: ñóììà êâàäðàòîâ
äëèí äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàìà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ äëèí âñåõ åãî ñòîðîí.

x

y

x
−

y x
+
y

Ëåììà 4.2. [ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà] Åñëè H � ÃÏ, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x, y ∈ H âûïîëíåíî:

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2). (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
è îïðåäåëåíèåì íîðìû â ÃÏ:

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = (x+ y, x+ y) + (x− y, x− y) = 2 · ∥x∥2 + 2 · ∥y∥2.

Òåîðåìà 4.4. ËÍÏ X ãèëüáåðòîâîïîäîáíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.4).

57



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîX ãèëüáåðòîâîïîäîáíî, òî ïî îïðåäåëåíèþ
íà X ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òàê, ÷òî ∥x∥X =

√
(x, x). Íî òîãäà

ïî ëåììå 4.2 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.4).
Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ËÍÏ, ïðåäïîëîæèâ,

÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4.4). Ïîëîæèì

(x, y) :=
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
(4.5)

è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.5) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïîñêîëüêó

(x, x) =
1

4

(
∥2x∥2 − ∥x− x∥2

)
= ∥x∥2,

ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò âX çàäàííóþ òàì íîðìó. Òàê êàê ñâîéñòâà
1) è 2') âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñâîéñòâà
ëèíåéíîñòè 3) è 4).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ

Φ(x, y, z) := 4
[
(x+ y, z)− (x, z)− (y, z)

]
. (4.6)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 4) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ. Ïðåæäå âñåãî, ïî îïðåäåëåíèþ

Φ(x, y, z) = ∥x+ y + z∥2 − ∥x+ y − z∥2 − ∥x+ z∥2

+ ∥x− z∥2 − ∥y + z∥2 + ∥y − z∥2. (4.7)

Òàê êàê ââèäó (4.4)

∥x+ y ± z∥2 = 2∥x± z∥2 + 2∥y∥2 − ∥x± z − y∥2,

òî îäíîâðåìåííî

Φ(x, y, z) = −∥x+ z − y∥2 + ∥x− y − z∥2 + ∥x+ z∥2

− ∥x− z∥2 − ∥y + z∥2 + ∥y − z∥2. (4.8)

Âçÿâ ïîëóñóììó (4.7) è (4.8) è ïðèìåíèâ äâà ðàçà ðàâåíñòâî (4.4), ïîëó÷èì:

Φ(x, y, z) =
1

2

(
∥x+ z + y∥2 + ∥x− y + z∥2

)
− 1

2

(
∥y − z + x∥2 + ∥y − z − x∥2

)
−

−∥y + z∥2 + ∥y − z∥2 = ∥y + z∥2 + ∥x∥2 − ∥y − z∥2 − ∥x∥2 − ∥y + z∥2 + ∥y − z∥2 = 0.

Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì ñâîéñòâî 3). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà

φ(λ) := (λx, y)− λ(x, y)

(x, y ∈ X ôèêñèðîâàíû) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Âî-ïåðâûõ, èç (4.5) ñëåäóåò:

φ(0) =
1

4
(∥y∥2 − ∥y∥2) = 0,
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à ââèäó òîãî, ÷òî (−x, y) = −(x, y), ïîëó÷àåì: φ(−1) = 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
öåëîãî n

(nx, y) = (sgnn(x+ · · ·+ x), y) = sgnn[(x, y) + · · ·+ (x, y)]

= |n|sgnn(x, y) = n(x, y),

îòêóäà φ(n) = 0. Òàê êàê ïðè öåëûõ p è q ̸= 0(p
q
x, y
)
= p
(1
q
x, y
)
=
p

q
q
(1
q
x, y
)
=
p

q
(x, y),

òî φ(λ) = 0 äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ λ. Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ââèäó íåïðåðûâíîñòè
íîðìû ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà (?). Òåì ñàìûì φ(λ) = 0 äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ
λ, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ãèëüáåðòîâîïîäîáíûõ ËÍÏ.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü Cn
2 � ËÍÏ, ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z =

(z1, ..., zn), ñ íîðìîé

∥z∥2 :=
( n∑

k=1

|zk|2
)1/2

.

Òàê êàê ýòà íîðìà ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z, w) :=
n∑

k=1

zk · wk, ãäå z = (z1, ..., zn) è w = (w1, ..., wn),

òî ïðîñòðàíñòâî Cn
2 ãèëüáåðòîâîïîäîáíî.

Ïðèìåð 4.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lC2 ËÍÏ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ
÷èñåë z = (z1, . . . , zn, . . . ), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà ñëåäóþùàÿ íîðìà

∥z∥2 =
( ∞∑

k=1

|zk|2
)1/2

.

Òîãäà îíà ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z, w) :=
∞∑
k=1

zk · wk, ãäå z = (z1, . . . , zn, . . . ), w = (w1, . . . , wn, . . . ) ∈ lC2 . (4.9)

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî n ∈ N

n∑
k=1

|zk · wk| 6
( n∑

k=1

|zk|2)1/2 ·
( n∑

k=1

|wk|2
)
6 ∥z∥2 · ∥w∥2,

è ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ ïîëó÷àåì íóæíûé ðåçóëüòàò. Ñâîéñòâà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà (4.9) ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî lC2 ãèëüáåðòîâîïîäîáíî.

59



Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü (X,Σ, µ)� ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Ðàññìîòðèì
ËÍÏ LC

2 = LC
2 (X,Σ, µ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : X → C,

òàêèõ, ÷òî

∥f∥2 =
(∫

X

|f(x)|2 dµ
)1/2

<∞.

Ýòî ïðîñòðàíñòâî òàêæå ãèëüáåðòîâîïîäîáíî, òàê êàê íîðìà â íåì ïîðîæäàåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) :=

∫
X

f(x) · g(x) dµ.

Â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íîñòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ f ∈ LC
2 è g ∈ LC

2

ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:∫
X

|f(x) · g(x)| dµ ≤ ∥f∥2 · ∥g∥2.

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàìå÷àíèå 4.3. Ðàçóìååòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå "âåùåñòâåííûå" àíàëîãè ðàññìîòðåííûõ
ïðîñòðàíñòâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâîïîäîáíûìè ËÍÏ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
çàäàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òàêîé æå ôîðìóëîé, òîëüêî áåç êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ËÍÏ L2 = L2(X,Σ, µ), ñîñòîÿùåãî èç âñåõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
f : X → R, òàêèõ, ÷òî

∥f∥2 =
(∫

X

f(x)2 dµ
)1/2

<∞,

îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

(f, g) :=

∫
X

f(x) · g(x) dµ.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð íå ãèëüáåðòîâîïîäîáíîãî ËÍÏ.

Ïðèìåð 4.4. Ïîêàæåì, ÷òî ËÍÏ C[a, b], ñîñòîÿùåå èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] →
R, ñ íîðìîé

∥f∥C := max
x∈[a,b]

|f(x)|

íå ãèëüáåðòîâîïîäîáíî. Äëÿ ýòîãî ñîãëàñíî òåîðåìå 4.4 äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð
äâóõ ýëåìåíòîâ f, g ∈ C[a, b], äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (4.4).

Ïóñòü f è g � äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì
óñäëîâèÿì: 0 ≤ f(x) ≤ 1 è 0 ≤ g(x) ≤ 1 (a ≤ x ≤ b), f(x) = 0 (a ≤ x ≤ (a + b)/2),
g(x) = 0 ((a+ b)/2 ≤ x ≤ b) è f(b) = g(a) = 1.

x
a ba+b

2

y

1

x
a ba+b

2

y

1
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∥f∥C = ∥g∥C = ∥f + g∥C = ∥f − g∥C = 1,

è çíà÷èò, ðàâåíñòâî (4.4) íåâåðíî.

Çàäà÷à 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Cn
p (1 6 p < ∞), ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = (z1, . . . , zn), ñ íîðìîé

∥z∥p =
( n∑

k=1

|zk|p
)1/p

ãèëüáåðòîâîïîäîáíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p=2.

Çàäà÷à 4.2. Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, 1 6
p < ∞. Äîêàçàòü, ÷òî ËÍÏ LC

p = LC
p (X,Σ, µ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ Σ-èçìåðèìûõ

ôóíêöèé f : X → C, òàêèõ, ÷òî

∥f∥p =
(∫

X

|f(x)|p dµ
)1/p

<∞,

ãèëüáåðòîâîïîäîáíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p=2.

4.3 Îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû âåêòîðîâ â ÃÏ.

Òîòàëüíîñòü è ïîëíîòà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü H � ÃÏ íàä ïîëåì C. Âåêòîðû x, y ∈ H íàçûâàþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè (x ⊥ y), åñëè (x, y) = 0. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð x ∈ H îðòîãîíàëåí
ìíîæåñòâó M ⊂ H (x ⊥M), åñëè x ⊥ y äëÿ ëþáîãî y ∈M .

Ëåììà 4.3. Åñëè H � ÃÏ, x ∈ H, M ⊂ H è x ⊥ M, òî x ⊥ λ(M), ãäå, êàê è
ðàíåå, λ(M) � çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ñíà÷àëà y ∈ λ(M). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé
îáîëî÷êè

y =
n∑

k=1

αk · xk, ãäå n ∈ N, xk ∈M è αk ∈ C.

Òîãäà ââèäó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(y, x) =
( n∑

k=1

αk · xk, x
)
=

n∑
k=1

αk · (xk, x) = 0,

ò.å. x ⊥ λ(M).
Ïóñòü òåïåðü y ∈ λ(M). Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂

λ(M), òàêàÿ, ÷òî yn → y. Òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíî (ñì. òåîðåìó
4.3), òî îòñþäà (x, yn) → (x, y). Íî (x, yn) = 0 (n ∈ N), è çíà÷èò, x ⊥ M. Ëåììà
äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 4.4. Êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {xk} èç ÃÏ H
íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé, åñëè ∥xk∥ = 1 äëÿ âñåõ k; îíà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé,
åñëè èç òîãî, ÷òî i ̸= j, ñëåäóåò: xi ⊥ xj.

Ñèñòåìà {xk} ⊂ H íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé (ÎÍÑ), åñëè îíà îäíîâðåìåííî
è îðòîãîíàëüíà, è íîðìèðîâàíà. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ òàêîé ñèñòåìû (xk, xk) = 1 äëÿ
âñåõ k è (xi, xj) = 0, åñëè i ̸= j.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà {xk} ⊂ H íàçûâàåòñÿ
ïîëíîé â ÃÏ H, åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòîé ñèñòåìû âñþäó ïëîòíà â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå, ò.å. åñëè λ({xk}) = H.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà {xk} ⊂ H íàçûâàåòñÿ
òîòàëüíîé â ÃÏ H, åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ H è x ⊥ xk äëÿ âñåõ k, ñëåäóåò: x = 0⃗.

Òåîðåìà 4.5. Åñëè ñèñòåìà {xk} ⊂ H ïîëíà â ÃÏ H, òî îíà è òîòàëüíà â íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ H è (x, xk) = 0 äëÿ ëþáîãî k. Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå x ⊥ λ({xk}). Òàê êàê ïî óñëîâèþ λ({xk}) = H, òî îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, x ⊥ x, ò.å. (x, x) = 0. Òåì ñàìûì x = 0⃗, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîçäíåå ìû äîêàæåì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ ÎÍÑ â ÃÏ âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå: âñÿêàÿ òîòàëüíàÿ ñèñòåìà ïîëíà.

Ïðèìåð 4.5. Ðàññìîòðèì ÃÏ Cn
2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z, w) :=
n∑

k=1

zk · wk, ãäå z = (z1, ..., zn) è w = (w1, ..., wn).

Òîãäà ñòàíäàðòíûé áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, .., 0, 1)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ÎÍÑ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äåéñòâèòåëüíî, îðòîíîðìèðîâàííîñòü
î÷åâèäíà, à ïîëíîòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áàçèñíîñòè: åñëè z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

2 ,
òî

z =
n∑

k=1

zk · ek ∈ λ({ek}nk=1).

Òåì ñàìûì Cn
2 = λ({ek}nk=1).

Ïðèìåð 4.6. Ïóñòü lC2 � ÃÏ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z =
(z1, . . . , zn, . . . ), äëÿ êîòîðûõ

∞∑
k=1

|zk|2 <∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z, w) :=
∞∑
k=1

zk · wk, ãäå z = (z1, . . . , zn, . . . ), w = (w1, . . . , wn, . . . ) ∈ lC2 .
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåêòîðû ek = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, . . . ) (k ∈ N) îáðàçóþò ÎÍÑ â

ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà ïîëíà. Åñëè z = (z1, z2, . . . ) ∈ lC2 è ε > 0,
òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâóåò òàêîé n ∈ N, ÷òî

∞∑
k=n+1

|zk|2 6 ε2.

Òîãäà, åñëè y :=
∑n

k=1 zk · ek, òî y ∈ λ({ek}) è

∥z − y∥22 =
∞∑

k=n+1

|zk|2 6 ε2,

îòêóäà ∥z − y∥2 6 ε. Òàê êàê z ∈ lC2 è ε > 0 ïðîèçâîëüíû, òî lC2 = λ({ek}∞k=1), è
çíà÷èò, ñèñòåìà {ek}∞k=1 ïîëíà.

Çàäà÷à 4.3. Ïóñòü v = (vk)
∞
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî lC2 (v) âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z = (z1, . . . , zn, . . . ),
äëÿ êîòîðûõ

∞∑
k=1

vk|zk|2 <∞.

1) Ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà

(z, w) :=
∞∑
k=1

vk · zk · wk

îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â lC2 (v).
2) Âñåãäà ëè ïðîñòðàíñòâî lC2 (v) ïîëíî?

3) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ: fk = v
−1/2
k · ek (k = 1, 2, . . . ), ãäå {ek} �

ñèñòåìà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Äîêàçàòü, ÷òî {fk}∞k=1 � ÎÍÑ â lC2 (v). Âñåãäà
ëè îíà áóäåò ïîëíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå?

4.4 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â L2[0, 2π].

Íàïîìíèì, ÷òî L2[0, 2π] � ÃÏ íàä ïîëåì R, ñîñòîÿùåå èç âñåõ èçìåðèìûõ ïî
Ëåáåãó ôóíêöèé f : [0, 2π] → R, òàêèõ, ÷òî

2π∫
0

|f(x)|2 dx <∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) :=

2π∫
0

f(x) · g(x) dx.

Ðàññìîòðèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìó ôóíêöèé:

1√
2π
,
sin x√
π
,
cos x√
π
, . . . ,

sin(nx)√
π

,
cos(nx)√

π
, . . . ,
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êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ÎÍÑ. Íàïðèìåð, åñëè m ̸= n, òî

2π∫
0

cos(mx) · cos(nx) dx =
1

2
·

2π∫
0

cos(m− n)x dx+
1

2
·

2π∫
0

cos(m+ n)x dx

=
sin(m− n)x

2 · (m− n)
|2π0 +

sin(m+ n)x

2 · (m+ n)
|2π0 = 0.

Òåîðåìà 4.6. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîëíà â ÃÏ L2[0, 2π].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.16 ìíîæåñòâî âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
T âñþäó ïëîòíî â L2[0, 2π]. Òåì ñàìûì åå çàìûêàíèå T = L2[0, 2π]. Òàê êàê
îäíîâðåìåííî T ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé, íàòÿíóòîé íà òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ
ñèñòåìó, òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 4.4. Ðàññìîòðèì "êîìïëåêñíûé" âàðèàíò ïðîñòðàíñòâà L2[0, 2π], ïðîñòðàíñòâî
LC

2 [0, 2π], ñîñòîÿùåå èç âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f : [0, 2π] → C, òàêèõ,
÷òî

2π∫
0

|f(x)|2 dx <∞,

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) :=

2π∫
0

f(x) · g(x) dx.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèì "êîìïëåêñíûì" âàðèàíòîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(2π)−1/2einx}n∈Z.Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïîëíàÿ ÎÍÑ â LC

2 [0, 2π].

4.5 Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà â

ÃÏ.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå H � ÃÏ íàä ïîëåì C èëè R. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî
ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ, íàïîìèíàþùåãî ñàìóþ ïîïóëÿðíóþ òåîðåìó èç ýëåìåíòàðíîé
ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà 4.7. [Ïèôàãîð] Åñëè {xk}nk=1 ⊂ H � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, òî∥∥∥ n∑
k=1

xk

∥∥∥2 = n∑
k=1

∥xk∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòè∥∥∥ n∑
k=1

xk

∥∥∥2 = ( n∑
k=1

xk,

n∑
j=1

xj

)
=

n∑
k=1

n∑
j=1

(xk, xj) ==
n∑

k=1

∥xk∥2.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà � ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî
ðÿäà â ÃÏ.

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü H � ïîëíîå ÃÏ, à {ek}∞k=1 � ÎÍÑ â íåì. Òîãäà ðÿä

∞∑
k=1

ck · ek (ck ∈ K) (4.10)

ñõîäèòñÿ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
k=1

|ck|2 <∞. (4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Sn :=
n∑

k=1

ck · ek è σn :=
n∑

k=1

|ck|2

÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (4.10) è (4.11) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ëþáûõ m > n ïî
òåîðåìå 4.7

∥Sm − Sn∥2 =
∥∥∥ m∑

k=n+1

ck · ek
∥∥∥2 = m∑

k=k+1

∥ck · ek∥2 =
m∑

k=k+1

|ck|2 = σm − σn.

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ôóíäàìåíòàëüíà â H
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn}.
Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H ïîëíî, òî ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}
ýêâèâàëåíòíà åå ñõîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (4.10) ñõîäèòñÿ â H òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (4.11).

Ñëåäñòâèå 4.1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

∞∑
n=1

(an · sin(nx) + bn · cos(nx)) (4.12)

ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π] (èíîãäà ãîâîðÿò: ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïîðÿäêà
äâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2) <∞. (4.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óìíîæèòü è ðàçäåëèòü êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ðÿäà (4.12)
íà

√
π, òî ïîëó÷èòñÿ ðÿä ïî îðòîíîðìèðîâàííîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå

ñ êîýôôèöèåíòàìè
√
π · an è

√
π · bn ïðè ñèíóñàõ è êîñèíóñàõ ñîîòâåòñòâåííî

(ñì. ïðåäûäóùèé ïàðàãðàô). Òàê êàê ïî òåîðåìå Ðèññà�Ôèøåðà 3.8 ïðîñòðàíñòâî
L2[0, 2π] ïîëíîå, òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.8. Â ðåçóëüòàòå ñõîäèìîñòü
ðÿäà (4.12) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî

∞∑
n=1

(π · |an|2 + π · |bn|2) <∞.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî (4.13).
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4.6 Ðÿä Ôóðüå ïî ÎÍÑ â ÃÏ. Òåîðåìà Ãèëüáåðòà.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü H � ÃÏ, {ek} � êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ÎÍÑ â H. Ðÿäîì
Ôóðüå âåêòîðà x ∈ H ïî ñèñòåìå {ek} íàçûâàþò ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå∑

k

(x, ek) · ek. (4.14)

Ïðè ýòîì ÷èñëà (x, ek) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âåêòîðà x ∈ H ïî ýòîé ñèñòåìå.

Çàìå÷àíèå 4.4. Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàåìîé
â ÃÏ L2[0, 2π], ðÿä è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîáíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêî èíà÷å.
À èìåííî, ýòî ðÿä

a0
2

+
∞∑
n=1

(an · cos(nx) + bn · sin(nx)),

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

an =
1

π
·

2π∫
0

f(x) · cos(nx) dx (n = 0, 1, 2 . . .)

è

bn =
1

π
·

2π∫
0

f(x) · sin(nx) dx (n = 1, 2, . . .).

Ëåììà 4.4. Åñëè {ek}nk=1 � ÎÍÑ â ÃÏ , x ∈ H, òî

x −
n∑

k=1

(x, ek)ek ⊥ ei (i = 1, . . . , n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó îðòîíîðìèðîâàííîñòè {ek}nk=1 äëÿ ëþáîãî
i = 1, . . . , n(

x −
n∑

k=1

(x, ek)ek, ei

)
= (x, ei)−

n∑
k=1

(x, ek) · (ek, ei) = (x, ei)− (x, ei) = 0.

Òåîðåìà 4.9. [íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ] Åñëè {ek}∞k=1 � ÎÍÑ â ÃÏ , òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ H èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∞∑
i=1

|(x, ei)|2 6 ∥x∥2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïðåäñòàâèì âåêòîð x â âèäå ñóììû:

x =
n∑

i=1

(x, ei)ei + vn, ãäå vn := x−
n∑

i=1

(x, ei)ei.
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Ïî ëåììå 4.4 âåêòîðû (x, ei)ei (i = 1, . . . , n) è vn ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 4.7

∥x∥2 =
n∑

i=1

|(x, ei)|2 · ∥ei∥2 + ∥vn∥2 >
n∑

i=1

|(x, ei)|2.

Åñëè òåïåðü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, òî ìû
ïîëó÷èì íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.

Çàäà÷à 4.5. Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ íå âñåãäà îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü {ei}∞i=1 � ÎÍÑ â ïîëíîì ÃÏ H. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ H
åãî ðÿä Ôóðüå (4.14) ñõîäèòñÿ â H ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó z ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 <∞.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H � ïîëíîå, òî ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî
ðÿäà (ñì. òåîðåìó 4.8) ðÿä (4.14) ñõîäèòñÿ â H.

Çàäà÷à 4.6. Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ðÿä Ôóðüå (4.14) âåêòîðà x ïîëíîãî ÃÏ
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó z ̸= x.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ëåììó 4.4 íà áåñêîíå÷íûå ÎÍÑ.

Ëåììà 4.5. Ïóñòü {ek}∞k=1 � áåñêîíå÷íàÿ ÎÍÑ â ïîëíîì ÃÏ , x ∈ H. Òîãäà

x −
∞∑
k=1

(x, ek)ek ⊥ ei (i = 1, 2, . . .).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî òåîðåìå 4.10 ðÿä Ôóðüå èç óñëîâèÿ
ëåììû ñõîäèòñÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî i = 1, 2, . . . è âñåõ n ≥ i ïî
ëåììå 4.4 (

x −
n∑

k=1

(x, ek)ek, ei

)
= 0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞ è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(òåîðåìà 4.3), ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü {ei}nk=i � êîíå÷íàÿ òîòàëüíàÿ ÎÍÑ â ÃÏ H. Òîãäà dimH =
n, à ñèñòåìà {ei}ni=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî {ei}ni=1 � áàçèñ â H. Â ñàìîì äåëå,
ïî ëåììå 4.4

x −
n∑

i=1

(x, ei)ei ⊥ ek (k = 1, 2, . . . , n),

îòêóäà ââèäó òîòàëüíîñòè ýòîé ñèñòåìû

x =
n∑

i=1

(x, ei)ei.
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé âåêòîð x ∈ H ïðåäñòàâèì êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
ei (i = 1, 2, . . . , n). Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîâðåìåííî

x =
n∑

i=1

ci · ei è x =
n∑

i=1

di · ei, ãäå ci, di ∈ K.

Òîãäà
n∑

i=1

(ci − di) · ei = 0⃗,

îòêóäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

n∑
i=1

|ci − di|2 = ∥⃗0∥2 = 0,

ò.å. ci = di (i = 1, 2, . . . , n). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.12. [Ãèëüáåðò] Ïóñòü H � ïîëíîå ÃÏ, {ei}∞i=i � òîòàëüíàÿ ÎÍÑ â
H. Òîãäà ëþáîé âåêòîð x ∈ H ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ñâîåãî ðÿäà Ôóðüå, ò.å.

x =
∞∑
i=1

(x, ei)ei. (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.10 ðÿä Ôóðüå èç ïðàâîé ÷àñòè (4.15) ñõîäèòñÿ â
H. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 4.5

x −
∞∑
i=1

(x, ei)ei ⊥ ek (k = 1, 2, . . .).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4.15) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîòàëüíîñòè ñèñòåìû, è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ëþáàÿ òîòàëüíàÿ ÎÍÑ {ei}∞i=i â ïîëíîì ÃÏ ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.12 ëþáîé x ∈ H ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì âH ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ñâîåãî ðÿäà Ôóðüå, êîòîðûå, êîíå÷íî, ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñèñòåìû
{ei}∞i=i. Ïîýòîìó λ({ei}) = H, à ýòî è îçíà÷àåò ïîëíîòó ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèå 4.3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(0, 2π) å¼ ðÿä Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê f ïî íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å. â ñðåäíåì ïîðÿäêà äâà.
Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (ïîíèìàåìîå â ñìûñëå ýòîé ñõîäèìîñòè):

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an · cos(nx) + bn · sin(nx)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî òåîðåìå Ðèññà�Ôèøåðà L2 � ïîëíîå ÃÏ, à ïî òåîðåìå
4.6 òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà òîòàëüíà â íåì, òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó
4.12.
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4.7 Òîòàëüíàÿ ÎÍÑ êàê áàçèñØàóäåðà. Ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ.

Ïóñòü (äëÿ îïðåäåëåííîñòè) â ýòîì ïàðàãðàôå H � ÃÏ íàä ïîëåì C. Òàê êàê
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âåðíû (c òåìè æå äîêàçàòåëüñòâàìè) òàêæå äëÿ âåùåñòâåííîãî
ÃÏ, ìû áóäåì èõ ïðèìåíÿòü çäåñü äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â L2[0, 2π].

Ëåììà 4.6. Ïóñòü H � ÃÏ, {ek}∞k=1 � ÎÍÑ â íåì. Åñëè

x =
∞∑
k=1

ck · ek è y =
∞∑
k=1

dk · ek, ãäå ck, dk ∈ C,

òî

(x, y) =
∞∑
k=1

ck · dk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N ââèäó ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ( n∑
k=1

ck · ek,
n∑

i=1

di · ei
)
=

n∑
k=1

n∑
i=1

ckdi(ek, ei) =
n∑

k=1

ck · dk.

Íóæíîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü, åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ è
âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè {ek}∞k=1 � ÎÍÑ â ÃÏ H è

x =
∞∑
k=1

ck · ek,

òî

∥x∥ =
( ∞∑

k=1

|ck|2
)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî â ïîñëåäíåé ëåììå ïîëîæèòü y = x è âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâÿçüþ ìåæäó íîðìîé è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Òåîðåìà 4.13. [Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ] Åñëè {ek}∞k=1 � òîòàëüíàÿ ÎÍÑ â ïîëíîì
ÃÏ H, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

∥x∥ =
( ∞∑

i=1

|(x, ei)|2
)1/2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà 4.12

x =
∞∑
i=1

(x, ei)ei,

òî îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèì ñëåäñòâèåì.
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Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè f ∈ L2[0, 2π], à an, bn � åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k) =
1

π

2π∫
0

f(x)2 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî L2 � ïîëíîå, à òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà
òîòàëüíà â íåì, òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ó÷òÿ ïðè ýòîì
ñïåöèôèêó ôîðìóë êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ýòîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4.8. ÏóñòüX �ËÍÏ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1 ⊂ X íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì Øàóäåðà ïðîñòðàíñòâàX, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå:

x =
∞∑
k=1

ckxk, ck ∈ C.

Çàäà÷à 4.7. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ËÍÏ, èìåþùåå áàçèñ, ñåïàðàáåëüíî.

Òåîðåìà 4.14. Ñ÷åòíàÿ òîòàëüíàÿ ÎÍÑ â ïîëíîì ÃÏ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîìØàóäåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ek}∞k=1 � òîòàëüíàÿ ÎÍÑ â ÃÏH. Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà
4.12 äëÿ ëþáîãî x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

x =
∞∑
k=1

(x, ek)ek.

Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì: ck = (x, ek) (k =
1, 2, . . . ). Ïóñòü, êðîìå ýòîãî,

x =
∞∑
1

dkek, dk ∈ C.

Òîãäà
∞∑
k=1

(dk − ck)ek = 0⃗,

îòêóäà ïî ñëåäñòâèþ 4.4

∞∑
k=1

|dk − ck|2 = ∥⃗0∥2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ck = dk (k = 1, 2, . . . ).

Òåîðåìà 4.15. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f ∈ L2[0, 2π] ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an · cos(nx) + bn · sin(nx)). (4.16)

ãäå an, bn � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, à ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñõîäèìîñòè
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2. Òîãäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä èç ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (4.16) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 4.3 ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñóììîé ñâîåãî
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé
òîòàëüíà â L2, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îíà ÿâëÿåòñÿ òàì áàçèñîì Øàóäåðà.
Çíà÷èò, ðÿä èç ïðàâîé ÷àñòè (4.16) äîëæåí ñîâïàäàòü ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì
Ôóðüå ôóíêöèè f.

4.8 Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãèëüáåðòà�Øìèäòà.

Íà÷íåì ñ îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü H � ÃÏ, x ∈ H. Òîãäà

x =
x

∥x∥
, åñëè x ̸= 0⃗, è x = 0⃗, åñëè x = 0⃗.

Ïðåæäå, ÷åì ââåñòè îáùåå îïðåäåëåíèå, ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî x1 è x2 � äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè. Ìû õîòèì íàéòè âåêòîð
y, òàêîé, ÷òî y ⊥ x1. Òàê êàê ∥x1∥ = 1, òî

(x2, x1) = ∥x2∥ · ∥x1∥ · cosφ = ∥x2∥ · cosφ,

ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x1 è x2. Âåêòîð z := (x2, x1)·x1 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé
x2 íà x1. Ïîýòîìó èñêîìûé âåêòîð y îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

y := x2 − z = x2 − (x2, x1)x1.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî λ{x1, y} = λ{x1, x2}.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.9. Ïóñòü H � ÃÏ, {xk} ⊂ H � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ èëè
ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ïîëîæèì:

y1 := x1 , yn := xn −
n−1∑
k=1

(xn, yk)yk (n > 2). (4.17)

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ {yk} ïîëó÷åíàìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà èç ñèñòåìû {xk}.

Òåîðåìà 4.16. [Ãèëüáåðò�Øìèäò] Ïóñòü H � ÃÏ, {xk} ⊂ H � ïðîèçâîëüíàÿ
êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Åñëè ñèñòåìà {yn} ïîëó÷åíà èç {xn}
ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè, òî

1) yi ⊥ yj, åñëè i ̸= j;
2) äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .

λ({yk}nk=1) = λ({xk}nk=1). (4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n, äîêàæåì ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ: 1) {yi}ni=1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, 2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.18).

Åñëè n = 1, òî îáà óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè âåðíû äëÿ
n− 1 è äîêàæåì èõ äëÿ n. Âî-ïåðâûõ, ââèäó (4.17)

yn = xn −
∑
yk ̸=0⃗

(xn, yk)yk.
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Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñèñòåìà {yk : yk ̸= 0⃗, k = 1, . . . , n −
1} îðòîíîðìèðîâàíà, òî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî yn � ðàçíîñòü
âåêòîðà xn è åãî ðÿäà Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4.4 yn ⊥
yk, k = 1, . . . n − 1. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå 1) äîêàçàíî. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü
ñîâïàäåíèå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê.

Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè è èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

n−1∑
k=1

(xn, yk)yk ∈ λ({yk}n−1
k=1) = λ({yk}n−1

k=1) = λ({xk}n−1
k=1) ⊂ λ({xk}nk=1).

Òåì ñàìûì ââèäó (4.17)
yn ∈ λ({xk}nk=1).

Òàê êàê, êðîìå òîãî, îïÿòü ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

yk ∈ λ({xk}nk=1) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n− 1,

òî
λ({yk}nk=1) ⊂ λ({xk}nk=1).

Îáðàòíîå âëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî: ââèäó (4.17)

xn ∈ λ({yk}nk=1),

à ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

xk ∈ λ({yk}nk=1), åñëè k = 1, . . . , n− 1.

Ïîýòîìó
λ({xk}nk=1) ⊂ λ({yk}nk=1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.5. Åñëè èç ñèñòåìû {yk}, ïîëó÷åííîé â òåîðåìå 4.16, óäàëèòü âñå
âåêòîðû, ðàâíûå 0⃗, òî ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó, ïðî êîòîðóþ
òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ïîëó÷åíà ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà.

Çàäà÷à 4.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà {xk} ⊂ H ëèíåéíî íåçàâèñèìà, à {yk}
ïîëó÷åíà èç íåå ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè. Ïîêàçàòü, ÷òî yk ̸= 0⃗ äëÿ ëþáîãî k.

Çàäà÷à 4.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà {yk}, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè
èç ñèñòåìû {xk}, åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Èíà÷å
ãîâîðÿ, åñëè {zk} � òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, ÷òî

λ({zk}nk=1) = λ({xk}nk=1) äëÿ âñåõ n = 1, 2 . . . ,

òî zn = cnyn ïðè íåêîòîðûõ cn ∈ K.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
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4.9 Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíèì ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè ê ñèñòåìå ôóíêöèé 1, x, x2, . . . , xn, . . . ,
ðàññìàòðèâàåìîé â âåùåñòâåííîì ÃÏ L2[−1, 1] èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé
f : [−1, 1] → R, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

(f, g) =

1∫
−1

f(x)g(x) dx.

Çàìåòèì, ÷òî îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ïîëíà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà 3.13.
Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå åå îðòîãîíàëèçàöèè ìåòîäîì Ãèëüáåðòà�Øìèäòà ìû ïîëó÷èì
îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ {Qn}∞n=0, êîòîðûå íàçûâàþò ïîëèíîìàìè
Ëåæàíäðà. Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó íàéòè ýòè ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé:

Rn(x) := [(x2 − 1)n](n) (n = 0, 1, 2, . . . ).

Ëåãêî âèäåòü (?), ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N Rn(x) � ïîëèíîì n-îé ñòåïåíè; ïðè ýòîì
äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , n− 1

dk

dxk
(x2 − 1)n = 0, åñëè x = ±1.

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ n ≥ m, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì n ðàç, ïîëó÷èì:∫ 1

−1

Rm(x)Rn(x) dx = −
∫ 1

−1

[(x2 − 1)m](m+1)[(x2 − 1)n](n−1) dx = . . .

. . . = (−1)n
∫ 1

−1

[(x2 − 1)m](m+n)(x2 − 1)n dx. (4.19)

Åñëè m < n, òî m + n > 2m, è çíà÷èò, [(x2 − 1)m](m+n) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, ïî
ôîðìóëå (4.19) ∫ 1

−1

Rm(x)Rn(x) dx = 0,

ò.å. {Rn} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Êðîìå òîãî, òàê êàê Rk � ïîëèíîì k-îé
ñòåïåíè, à ôóíêöèè 1, x, x2, . . . , xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

λ({Rk}nk=0) ⊂ λ({xk}nk=0).

Â òî æå âðåìÿ,Rk (k = 0, 1, . . . ) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, à çíà÷èò, ëèíåéíî íåçàâèñèìû
(?). Òåì ñàìûì {Rk}nk=0 � áàçèñ â ËÏ λ({xk}nk=0), íî òîãäà ñïðàâåäëèâî òàêæå è
îáðàòíîå âëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì,

λ({xk}nk=0) = λ({Rk}nk=0).

Ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå çàäà÷è 4.9: äëÿ êàæäîãî n = 0, 1, . . . ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà cn ∈ R, ÷òî Qn = cnRn. Íàéäåì cn.

Ïðåæäå âñåãî, òàê êàêQn èRn � ïîëèíîìû n-îé ñòåïåíè, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû
ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ ïîëîæèòåëüíû, òî cn > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥Qn∥2 = cn ·
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∥Rn∥2. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ ∥Qn∥2 = 1 (n ∈ N). Çíà÷èò, cn = ∥Rn∥−1
2 . Äëÿ

íàõîæäåíèÿ ∥Rn∥2 âîçüìåì â ðàâåíñòâå (4.19) n = m è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè âû÷èñëèì:

∥Rn∥22 =

∫ 1

−1

R2
n(x) dx = (−1)n

∫ 1

−1

[(x2 − 1)n](2n)(x2 − 1)n dx

= (−1)n(2n)!(−1)n
∫ 1

−1

(1− x2)n dx = (2n)!

∫ 1

−1

(1− x2)n dx =
(n!)222n+1

2n+ 1
.

Â èòîãå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

Qn(x) =
1

n!2n

√
2n+ 1

2
[(x2 − 1)n](n) (n = 0, 1, . . .).

4.10 Ñóùåñòâîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â

ñåïàðàáåëüíîì ÃÏ.

Çäåñü ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ â ÃÏ ñóùåñòâóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Øàóäåðà.

Òåîðåìà 4.17. Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ÃÏ ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïóñòü H � ÃÏ, dimH = n è {xk}nk=1 � ïðîèçâîëüíûé
áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåíÿÿ ê {xk}nk=1 ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè èç ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà, ïîëó÷èì ñèñòåìó {yk}nk=1. Óäàëåíèå èç íåå âåêòîðîâ, ðàâíûõ 0⃗, äàñò
íàì ÎÍÑ {ek}mk=1, ãäå m 6 n. ßñíî, ÷òî

λ({ek}mk=1) = λ({yk}nk=1) = λ({xk}nk=1) = H.

Ïîýòîìó m = n, è ñèñòåìà {ek}nk=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â H.

Òåîðåìà 4.18. Â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ñåïàðàáåëüíîì ÃÏ ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ
ÎÍÑ, ÿâëÿþùàÿñÿ áàçèñîì Øàóäåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ H � ÃÏ, dimH = ∞. Ââèäó ñåïàðàáåëüíîñòè
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}∞k=1, âñþäó ïëîòíàÿ â H. Ïðèìåíèì ê íåé
ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè è ïîëó÷èì ñèñòåìó {yk}∞k=1. Òàê êàê ïî òåîðåìå 4.16

λ({yk}nk=1) = λ({xk}nk=1) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N,

òî
λ({yk}∞k=1) = λ({xk}∞k=1).

Óäàëÿÿ èç {yk}∞k=1 âåêòîðû, ðàâíûå 0⃗, ïîëó÷èì ÎÍÑ {ek}∞k=1 (ââèäó òîãî, ÷òî
dimH = ∞, îíà áóäåò áåñêîíå÷íîé), äëÿ êîòîðîé

λ({ek}∞k=1) = λ({xk}∞k=1).

Òàêèì îáðàçîì,

H ⊃ λ({ek}∞k=1) = λ({xk}∞k=1) ⊃ {xk}∞k=1 = H,
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îòêóäà
λ({ek}∞k=1) = H.

Èòàê, ñèñòåìà {ek}∞k=1 ïîëíà â H, à òåì ñàìûì ïî òåîðåìå 4.5 è òîòàëüíà. Ââèäó
òåîðåìû 4.14 îíà ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îðòîíîìèðîâàííûì áàçèñîì.

Çàäà÷à 4.10. Ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè â ïîñëåäíåé òåîðåìå
ñóùåñòâåííî.

4.11 Èçîìîðôèçìû ÃÏ.

Îïðåäåëåíèå 4.10. Ïóñòü H è H1 � ÃÏ. Îòîáðàæåíèå φ : H → H1 íàçûâàåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì èçîìîðôèçìîì, åñëè:

1) φ � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì;
2) φ ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ H âûïîëíåíî:

(x, y)H = (φ(x), φ(y))H1 .

Çàäà÷à 4.11. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãèëüáåðòîâ èçîìîðôèçì φ : H → H1 ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé, ò.å. äëÿ âñåõ x ∈ H ∥x∥H = ∥φ(x)∥H1 .

Îïðåäåëåíèå 4.11. Äâà ÃÏ H è H1 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (êàê ÃÏ), åñëè
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ãèëüáåðòîâ èçîìîðôèçì φ : H → H1.

Çàäà÷à 4.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíî èç èçîìîðôíûõ ÃÏ ïîëíî, òî äðóãîå òàêæå
ïîëíî.

Òåîðåìà 4.19. Ïóñòü H � êîíå÷íîìåðíîå ÃÏ íàä ïîëåì C, dimH = n. Òîãäà
îíî èçîìîðôíî (êàê ÃÏ) ïðîñòðàíñòâó Cn

2 âñåõ íàáîðîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z =
(z1, ..., zn) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z, w) :=
n∑

k=1

zkwk, ãäå w = (w1, ..., wn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê dimH = n, òî ïî òåîðåìå 4.17 âH ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ e1, ..., en. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå: φ : H → C2

n ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

x ∈ H ïðåäñòàâèì â âèäå: x =
n∑

i=1

ziei, ãäå zi ∈ C, òî φ(x) := (z1, ..., zn). Ðàíåå

áûëî äîêàçàíî, ÷òî φ � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
1.5). Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè

y =
n∑

k=1

wkek (wk ∈ C), òî

(x, y)H =
( n∑

i=1

ziei,
n∑

k=1

wkek

)
=

n∑
i=1

n∑
k=1

ziwk(ei, ek) =
n∑

i=1

ziwi = (φ(x), φ(y))Cn
2
,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4.6. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ëþáîå
êîíå÷íîìåðíîå ÃÏ íàä ïîëåì R, dimH = n, èçîìîðôíî (êàê ÃÏ) ïðîñòðàíñòâó
Rn

2 âñåõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x = (x1, ..., xn) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) :=
n∑

k=1

xkyk, ãäå y = (y1, ..., yn).
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Ñëåäñòâèå 4.6. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ÃÏ ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dimH = n, òî ïî òåîðåìå 4.19 H èçîìîðôíî ÃÏ Cn
2 (èëè

Rn
2 ), êîòîðîå ïîëíî. Íî òîãäà ââèäó óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 4.12 ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ è

ïðîñòðàíñòâî H.

Ñëåäñòâèå 4.7. Ëþáûå äâà ÃÏ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû (êàê ÃÏ)
ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H è H1 � ÃÏ, dimH = dimH1 = n. Ïî òåîðåìå 4.19
ñóùåñòâóþò ãèëüáåðòîâû èçîìîðôèçìû φ : H → Cn

2 è ψ : H1 → Cn
2 .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f = ψ−1φ : H → H1, ãäå ψ
−1 � îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå

ê ψ (îíî ñóùåñòâóåò, òàê êàê ψ � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî f � àëãåáðàè÷åñêèé èçîìîðôèçì (?). Êðîìå òîãî, åñëè x, y ∈ H, òî ââèäó
ñâîéñòâ φ è ψ

(f(x), f(y)) = (ψ−1(φ(x)), ψ−1(φ(y))) = (φ(x), φ(y)) = (x, y).

Òåì ñàìûì f � ãèëüáåðòîâ èçîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, H è H1 èçîìîðôíû.

Íàïîìíèì, ÷òî ÃÏ lC2 ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z = (z1, z2, ...) (zk ∈
C), òàêèõ, ÷òî

∞∑
k=1

|zk|2 <∞.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(z, w) :=
∞∑
k=1

zkwk, ãäå z = (z1, z2, ...) , w = (w1, w2, ...) ∈ lC2 .

Çàìåòèì, ÷òî lC2 � ïîëíîå ËÍÏ îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (äîêàçàòåëüñòâî òî æå, ÷òî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà l1 â ïðèìåðå 2.12).

Çàäà÷à 4.13. Äîêàçàòü ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà lC2 .
Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå ñ÷¼òíîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â lC2 ìîæíî âçÿòü

ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé z = (z1, z2, ...) êîìïëåêñíî-ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ò.å. òàêèõ, ÷òî zk = xk+ iyk, ãäå xk, yk ðàöèîíàëüíû è äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N
è âñåõ k ≥ n zk = 0.

Òåîðåìà 4.20. Ëþáîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ÃÏ íàä ïîëåì C
èçîìîðôíî (êàê ÃÏ) ïðîñòðàíñòâó lC2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ÃÏ íàä ïîëåì C, dimH =
∞. Òîãäà ïî òåîðåìå 4.18 â H ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ÎÍÑ {ek}∞k=1, ÿâëÿþùàÿñÿ
â H áàçèñîì Øàóäåðà. Áëàãîäàðÿ ýòîìó íà H ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x ∈ H èìååò (åäèíñòâåííîå) ïðåäñòàâëåíèå

x =
∞∑
k=1

zkek (zk ∈ C), (4.20)

òî φ(x) := (z1, z2, ...). Òàê êàê ïî êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà (ñì.

òåîðåìó 4.8)
∞∑
k=1

|zk|2 < ∞, òî φ : H → lC2 . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

φ ëèíåéíî (?). Ïîêàæåì, ÷òî îíî âçàèìíîîäíîçíà÷íî.
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Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Kerφ = {⃗0} è Imφ = lC2 . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî φ(x) = 0⃗. Òîãäà zk = 0 (k = 1, 2, . . . ), è çíà÷èò, x = 0⃗. Òðèâèàëüíîñòü ÿäðà
äîêàçàíà. Ïóñòü òåïåðü z = (z1, z2, ...) ∈ lC2 . Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà

lC2
∞∑
k=1

|zk|2 <∞ è ïî óñëîâèþ H ïîëíî, òî, ïðèìåíÿÿ åùå ðàç êðèòåðèé ñõîäèìîñòè

îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

zkek ñõîäèòñÿ â H. Òîãäà, åñëè ñóììó

ýòîãî ðÿäà îáîçíà÷èòü ÷åðåç x, òî φ(x) = z, ò.å. lC2 ⊂ Imφ. Îáðàòíîå âëîæåíèå
âûïîëíåíî âñåãäà, ñëåäîâàòåëüíî, Imφ = lC2 .

Ïðîâåðèì, íàêîíåö½ ÷òî îòîáðàæåíèå φ ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ H îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.20), à y =
∞∑
k=1

wkek, òî

ïî ëåììå 4.6

(x, y)H =
∞∑
k=1

zkwk = (φ(x), φ(y))lC2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ñëåäñòâèÿ 4.7.

Ñëåäñòâèå 4.8. Ëþáûå äâà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ÃÏ èçîìîðôíû
(êàê ÃÏ) ìåæäó ñîáîé.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî LC
2 [a, b] ïîëíî è ñåïàðàáåëüíî (ñì. òåîðåìó 3.8 è ñëåäñòâèå

3.1), òî ìû òàêæå ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.9. ÃÏ LC
2 [a, b] èçîìîðôíî (êàê ÃÏ) ïðîñòðàíñòâó l

C
2 .

Çàìå÷àíèå 4.7. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ ÃÏ íàä ïîëåì
R.

4.12 Òåîðåìû î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè â ÃÏ.

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊂ M, x0 ∈ M.
Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x0 äî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(x0, A) := inf
x∈A

ρ(x0, x).

Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ρ(x0, A) ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 4.13. Ýëåìåíò z ∈ A íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
âåêòîðà x0 ∈M ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A, åñëè ρ(x0, A) = ρ(x0, z).

Ïðèìåð 4.7. Ïóñòü M � ïëîñêîñòü ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé, A � çàìêíóòûé êðóã, x0
� òî÷êà, ëåæàùàÿ âíå êðóãà. Òîãäà ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ òî÷êè x0
òî÷êàìè A ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Åñëè â êà÷åñòâå A âçÿòü îòêðûòûé êðóã, òî
ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Åñëè A � îêðóæíîñòü, à x0 �
åå öåíòð, òî ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ áóäåò êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
A.
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x1

x2

x3

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ìíîæåñòâî A ⊂ E
íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè A ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùèé
èõ îòðåçîê. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A è ïðîèçâîëüíîãî t ∈ [0, 1] (1− t)x+
ty ∈ A.

Ëåììà 4.7. [Ñâîéñòâî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà] Ïóñòü H � ÃÏ, a, b, c ∈ H. Òîãäà
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

||a− c||2 + ||b− c||2 = 2
∥∥∥b− a

2

∥∥∥2 + 2
∥∥∥a+ b

2
− c
∥∥∥2. (4.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì: x := b−a
2

è y := a+b
2

− c. Òîãäà x + y = b − c è
x− y = c− a. Ââèäó ðàâåíñòâà ïàðàëëåëîãðàììà (ñì. ëåììó 4.2)

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2.

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x è y èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç a, b, è c, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (4.21).

Òåîðåìà 4.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H � ÃÏ, D ⊂ H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî,
êîòîðîå ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè H (ò.å. ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç D èìååò ïðåäåë, ëåæàùèé â D). Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ H ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ z ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì d := ρ(x0, D). Ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
äî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ D, ÷òî

ρ(x0, xn) = ∥x0 − xn∥ → d. (4.22)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà äëÿ
ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xn ∈ D, äëÿ êîòîðîãî

d ≤ ρ(xn, x0) < d+
1

n
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì (4.22). Äîêàæåì,
÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà â ìåòðèêå H.

Ââèäó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîéñòâà ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà (ñì. ðàâåíñòâî
(4.21))

||x0 − xn||2 + ||x0 − xm||2 = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣xn − xm
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣xn + xm
2

− x0

∣∣∣∣∣∣∣∣2.
Òàê êàê ìíîæåñòâîD âûïóêëî, à xn, xm ∈ D, òî xn+xm

2
∈ D.Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé è ìíîæåñòâîì∣∣∣∣∣∣∣∣xn + xm
2

− x0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ d,
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è çíà÷èò, ââèäó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà

||x0 − xn||2 + ||x0 − xm||2 ≥ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣xn − xm
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + 2d2

èëè

2

∣∣∣∣∣∣∣∣xn − xm
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≤ ||x0 − xn||2 + ||x0 − xm||2 − 2d2.

Åñëè òåïåðü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n,m → ∞, òî â ñèëó (4.22) ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ||xn−xm|| → 0 ïðè n,m→
∞, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíà.

Äàëåå, ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî D ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè H. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò z := limn→∞ xn è z ∈ D. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè íîðìû (íàïîìíèì,
÷òî ρ(x, y) = ||x− y||) ρ(xn, x0) → ρ(z, x0), îòêóäà ρ(z, x0) = d.

Òåîðåìà 4.22. Ïóñòü H � ÃÏ, D ⊂ H � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, x0 ∈ H. Òîãäà,
åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðà x0 ýëåìåíòàìè D,
òî îí åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì d := ρ(x0, D).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò x1, x2 ∈
D, òàêèå, ÷òî ρ(x1, x0) = ρ(x2, x0) = d. Åñëè ïðèìåíèòü ñâîéñòâî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà
ê âåêòîðàì x1, x2, x0, òî ïîëó÷èì:

||x1 − x0||2 + ||x2 − x0||2 = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣x1 − x2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣x0 − x1 + x2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2.
Òàê êàê ââèäó âûïóêëîñòè D ∣∣∣∣∣∣∣∣x0 − x1 + x2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≥ d2,

òî îòñþäà

2

∣∣∣∣∣∣∣∣x1 − x2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ≤ ||x1 − x0||2 + ||x2 − x0||2 − 2d2.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥∥x1−x2

2

∥∥∥ = 0, îòêóäà x1 = x2, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 4.10. Åñëè H � ïîëíîå ÃÏ, à L ⊂ H � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0 ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò z ∈ L, äëÿ
êîòîðîãî ρ(x0, z) = ρ(x0, L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî (?). Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî H ïîëíî, à L çàìêíóòî â í¼ì, òî L òàêæå
ïîëíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè H. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ L
ôóíäàìåíòàëüíà, òî ñóùåñòâóåò x := limn→∞ xn, x ∈ H.Ïðè ýòîì ââèäó çàìêíóòîñòè
L â H x ∈ L. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ L âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåì 4.21 è 4.22,
ïðèìåíÿÿ êîòîðûå, ïîëó÷àåì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.11. Ïóñòü H � ÃÏ, L ⊂ H � åãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
dimL < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0 ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé z ∈ L, äëÿ
êîòîðîãî ρ(z, x0) = ρ(x0, L).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî L âìåñòå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èçH ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì ÃÏ è ïîýòîìó ââèäó ñëåäñòâèÿ 4.6 ïîëíî. Çíà÷èò, äëÿ L âûïîëíÿþòñÿ
âñå óñëîâèÿ òåîðåì 4.21 è 4.22, è íóæíûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òåïåðü èõ ñëåäñòâèåì.

4.13 Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î ðàçëîæåíèè ÃÏ â ïðÿìóþ

ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ îïðåäåëåííîñòè H � ÃÏ íàä ïîëåì C.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ïóñòü H � ÃÏ, M ⊂ H. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì M â
ÃÏ H áóäåò íàçûâàòüñÿ ìíîæåñòâî

M⊥ := {y ∈ H : (y, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈M}.

Ëåììà 4.8. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà M ÃÏ H M⊥ � çàìêíóòîå ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1, x2 ∈M⊥, òî äëÿ ëþáîãî u ∈M

(x1 + x2, u) = (x1, u) + (x2, u) = 0,

îòêóäà x1+x2 ∈M⊥. Òî÷íî òàê æå, åñëè x ∈M⊥, à α ∈ C, òî äëÿ êàæäîãî u ∈M

(αx, u) = α(x, u) = 0,

ò.å. αx ∈M⊥.Èòàê,M⊥ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîH.Äîêàæåì åãî çàìêíóòîñòü.
Ïóñòü {xn} ⊂ M⊥, xn → x ∈ H. Âîçüì¼ì u ∈ M. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (xn, u) → (x, u). Òàê êàê (xn, u) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N,
òî îòñþäà ñëåäóåò: (x, u) = 0. Çíà÷èò, x ∈M⊥, è ëåììà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïóñòü E � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à E1, E2 � åãî ëèíåéíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî E ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó E1 è E2 (E =
E1 ⊕ E2), åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå:

x = x1 + x2, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2.

Òåîðåìà 4.23. [Ãèëüáåðò] Ïóñòü H � ïîëíîå ÃÏ, à L ⊂ H � åãî çàìêíóòîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà H = L⊕ L⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé x ∈ H. Ïî ñëåäñòâèþ 4.10 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x1 ∈ L, äëÿ êîòîðîãî

d := ρ(x, L) = ρ(x1, x). (4.23)

Îáîçíà÷èì x2 := x − x1 è äîêàæåì, ÷òî x2 ∈ L⊥. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå
òàê, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé u ∈ L, ÷òî (x2, u) ̸= 0. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî (x2, u) â
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå: (x2, u) = reiφ, ãäå r > 0, à φ ∈ [0, 2π]. Òîãäà âåêòîð
v := eiφu òàêæå ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó L. Êðîìå òîãî,

(x2, v) = (x2, e
iφu) = e−iφ(x2, u) = e−iφreiφ = r > 0.
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Ïîýòîìó äëÿ ïîêà ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

||x− (x1 + εv)||2 = ||(x− x1)− εv||2 = ((x− x1)− εv, (x− x1)− εv)

= (x− x1, x− x1) + ε2(v, v)− ε[(x− x1, v) + (v, x− x1)]

= ρ(x1, x)
2 + ε2||v||2 − 2εℜ(x2, v) = d2 + ε(ε||v||2 − 2r).

Âûáåðåì òåïåðü ε > 0 òàê, ÷òîáû ε < 2r
||v||2 . Òîãäà ââèäó ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà

||x− (x1 + εv)||2 < d2, ò.å.
||x− (x1 + εv)|| < d.

C äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê L � ïîäïðîñòðàíñòâî, à x1, v ∈ L, òî è x1 + εv ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ýëåìåíòà äî ìíîæåñòâà ||x −
(x1+εv)|| ≥ d, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó íåðàâåíñòâó. Òàêèì îáðàçîì, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è x2 ∈ L⊥.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå:
x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ L, x2 ∈ L⊥. Ïîêàæåì, ÷òî îíî åäèíñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åù¼ îäíî ïðåäñòàâëåíèå: x = u1 + u2, ãäå u1 ∈
L, u2 ∈ L⊥. Òîãäà (x1−u1)+(x2−u2) = 0⃗ è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, x2−u2 ⊥ x1−u1.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 4.7

||x1 − u1||2 + ||x2 − u2||2 = ||⃗0||2 = 0,

îòêóäà x1 = u1, à x2 = u2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 4.14. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ÃÏ H. Äîêàçàòü,
÷òî (M⊥)⊥ =M.

Çàäà÷à 4.15. ÏóñòüH � ñåïàðàáåëüíîå ïîëíîå ÃÏ. Äîêàçàòü òåîðåìó 4.23, èñïîëüçóÿ
ðÿäû Ôóðüå.
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Ãëàâà 5

Îãðàíè÷åííûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

è ôóíöèîíàëû. Ñîïðÿæåííîå

ïðîñòðàíñòâî

5.1 Íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ðàâíîñèëüíîñòü

íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèåA : E → F ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
E â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî F íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè 1) äëÿ
ëþáûõ x1, x2 ∈ E A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2; 2) äëÿ ëþáûõ x ∈ E è α ∈ K
A(αx) = αAx.

Îïðåäåëåíèå 5.2. ÎòîáðàæåíèåA : X → Y ËÍÏX â ËÍÏ Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî xn → x ïî íîðìå â X, ñëåäóåò: Axn → Ax ïî íîðìå â Y.

Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íåïðåðûâåí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íåïðåðûâåí â 0⃗, ò.å. èç òîãî, ÷òî ||xn|| → 0, ñëåäóåò:
||Axn|| → 0.

Çàäà÷à 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y, íåïðåðûâåí, åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî èç
||x|| < δ ñëåäóåò: ||Ax|| < ε.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : X → Y íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

||A|| = ||A||X→Y := sup
x∈X:||x||X≤1

||Ax||Y .

Çàìåòèì, ÷òî ||A|| âñåãäà ñóùåñòâóåò, íî ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íîé.
Åñëè íîðìà êîíå÷íà, òî îïåðàòîð A íàçûâàþò îãðàíè÷åíûì.

Òåîðåìà 5.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X ||Ax|| ≤M ||x||. (5.1)

Ïðè ýòîì ||A|| = minM , ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåìM, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî (5.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, ò.å. ||A|| <
∞. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñåõ x ∈ X, òàêèõ, ÷òî ||x|| ≤ 1,

||Ax|| ≤ ||A||.

Ïóñòü x ∈ X, x ̸= 0⃗. Îáîçíà÷èì: x := x
||x|| . Òàê êàê ||x|| = 1, òî ââèäó ïðåäûäóùåãî

íåðàâåíñòâà ||Ax|| ≤ ||A||, îòêóäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà
è íîðìû, çàêëþ÷àåì:

||Ax||
||x||

≤ ||A||.

Â èòîãå
||Ax|| ≤ ||A|| · ||x||, (5.2)

ò.å. íåðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ (5.1) âûïîëíÿåòñÿ ñ M = ||A||.
Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, âûïîëíåíî óñëîâèå (5.1). Â ÷àñòíîñòè, òîãäà, åñëè

||x|| ≤ 1, òî ||Ax|| ≤M. Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïåðåéä¼ì ê òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x ∈ X, òàêèì, ÷òî ||x|| ≤ 1. Òîãäà ïîëó÷èì:

∥A∥ = sup
||x||≤1

||Ax|| ≤M.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A îãðàíè÷åí. Êðîìå òîãî, ||A|| = minM, ãäå ìèíèìóì
áåðåòñÿ ïî âñåì M, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (5.1). Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îí íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A îãðàíè÷åí. Åñëè {xn} ⊂ X, x ∈
X, ||xn − x|| → 0 ïðè n→ ∞, òî ââèäó íåðàâåíñòâà (5.2) è ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà

0 ≤ ||Axn − Ax|| = ||A(xn − x)|| ≤ ||A|| · ||xn − x||, n = 1, 2, ...

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïî òåîðåìå
î ñæàòîé ïåðåìåííîé ||Axn − Ax|| → 0, è çíà÷èò, îïåðàòîð íåïðåðûâåí.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì ìåòîäîì îòïðîòèâíîãî. Ïóñòü îïåðàòîð A
íåïðåðûâåí, íî íå îãðàíè÷åí. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ||A|| = ∞, èëè èíà÷å,

sup
||x||≤1

||Ax|| = ∞.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ òàêîé
xn ∈ X, ÷òî îäíîâðåìåííî ||xn|| ≤ 1 è ||Axn|| ≥ n. Ðàññìîòðèì âåêòîðû un := xn

||Axn||
(n = 1, 2, . . . ). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ââèäó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà è ëèíåéíîñòè
îïåðàòîðà

||un|| =
||xn||
||Axn||

≤ 1

n
,

îòêóäà ||un|| → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê îïåðàòîð A íåïðåðûâåí, ||Aun|| → .0
ïðè n→ ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

||Aun|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣A( xn

||Axn||

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = ||Axn||
||Axn||

= 1 (n = 1, 2, . . . ).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è
îïåðàòîð A îãðàíè÷åí.
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Çàäà÷à 5.3. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

a) ||A|| = sup
x̸=

−→
0

||Ax||
||x||

; b) ||A|| = sup
||x||=1

||Ax||.

5.2 Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

îïåðàòîðîâ. Ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ËÍÏ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X, Y )
ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y.

Ìíîæåñòâî L(X, Y ) ñòàíîâèòñÿ ËÏ ñî ñëåäóþùèìè ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè:
åñëè A,B ∈ L(X, Y ), λ ∈ K, òî (A+B)(x) := Ax+Bx, è (λA)(x) := λAx. Ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè,
íóë¼ì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé îïåðàòîðΘx := 0⃗ (x ∈ X), à ïðîòèâîïîëîæíûì
ê ýëåìåíòó A áóäåò îïåðàòîð (−A)x := −Ax.

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà, îïðåäåëåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè íîðìû. Äîêàæåì ñíà÷àëà èìïëèêàöèþ ||A|| = 0 ⇒
A = Θ (ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê íåé î÷åâèäíà). Åñëè ||A|| = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ
íîðìû

sup
||x||≤1

||Ax|| = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ||Ax|| = 0 äëÿ êàæäîãî x ∈ X, ||x|| ≤ 1, îòêóäà Ax = 0⃗ äëÿ
âñåõ òàêèõ x. Ïóñòü x ∈ X ïðîèçâîëåí. Òîãäà, íîðìèðóÿ åãî, ðàññìîòðèì âåêòîð
x := x

||x|| . Òàê êàê ∥x∥ = 1, òî

0⃗ = A(x) = A

(
x

||x||

)
=

Ax

||x||
,

è çíà÷èò, ∥Ax∥ = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, A = Θ.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïî òåîðåìå 5.1 äëÿ êàæäîãî x ∈ X

||(A+B)x|| = ||Ax+Bx|| ≤ ||Ax||+ ||Bx|| ≤ (||A||+ ||B||)∥x∥,

îòêóäà îïÿòü ïî òîé æå ñàìîé òåîðåìå

||A+B|| ≤ ||A||+ ||B||

äëÿ ëþáûõ A,B ∈ L(X,Y ).
Ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü íîðìû îïåðàòîðà, ò.å. ðàâåíñòâî

||λA|| = |λ|||A||, ãäå A ∈ L(X,Y ), λ ∈ K,

äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Â èòîãå ìíîæåñòâî L(X,Y ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
îãðàíè÷åííî äåéñòâóþùèõ èç ËÍÏ X â ËÍÏ Y, ÿâëÿåòñÿ ËÍÏ.

Òåîðåìà 5.3. Åñëè X � ËÍÏ, à Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî L(X,Y ) òàêæå
áàíàõîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{An}∞n=1 ⊂ L(X, Y ) èìååò ïðåäåë â L(X,Y ) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé íîðìû.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ m > n ≥ N âûïîëíåíî: ||Am−An|| < ε. Òàê êàê ïî òåîðåìå
5.1 äëÿ âñåõ x ∈ X

||Amx− Anx|| = ||(Am − An)x|| ≤ ||Am − An|| ||x|| ≤ ε||x||,

òî îòñþäà äëÿ âñåõ m > n ≥ N è êàæäîãî x ∈ X

||Amx− Anx|| ≤ ε||x||. (5.3)

Òåì ñàìûì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Anx}ôóíäàìåíòàëüíà
â Y. Òàê êàê Y ïîëíî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Ax := lim
n→∞

Anx. (5.4)

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåë¼í îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé èç X â Y. Äîêàæåì, ÷òî
A ∈ L(X, Y ).

Åñëè x1, x2 ∈ X, òî ââèäó ñâîéñòâ ïðåäåëà â ËÍÏ (ñì. òåîðåìó 2.1), à òàêæå
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ An

A(x1 + x2) = lim
n→∞

An(x1 + x2) = lim
n→∞

(Anx1 + Anx2) = Ax1 + Ax2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

A(λx) = λAx,

ãäå x ∈ X, à λ ∈ K (?). Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí. Çàôèêñèðóåì â
ñîîòíîøåíèè (5.3) x ∈ X è n ≥ N. Åñëè òåïåðü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè m → ∞,
òî ââèäó (5.4), à òàêæå íåïðåðûâíîñòè íîðìû ïîëó÷èì:

||(A− An)x|| = ||Ax− Anx|| ≤ ε||x|| äëÿ âñåõ n ≥ N è x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.1 îïåðàòîð A − An îãðàíè÷åí è, êðîìå òîãî, ||A −
An|| ≤ ε äëÿ êàæäîãî n ≥ N. Òàê êàê A = An+(A−An), òî îãðàíè÷åííûì ÿâëÿåòñÿ
è îïåðàòîð A. È íàêîíåö, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ïîêàçûâàåò, ÷òî ||A− An|| → 0 ïðè n→ ∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ íàä ïîëåì K. Ïðîñòðàíñòâî
X∗ := L(X,K) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îãðàíè÷åííî äåéñòâóþùèõ èç X â ïîëå
ñêàëÿðîâ K, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, ñîïðÿæ¼ííûì ê ïðîñòðàíñòâó X. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî X∗ ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ f : X → K,
èìåþùèõ êîíå÷íóþ íîðìó

||f || = sup
||x||≤1

|f(x)|.

Ñëåäñòâèå 5.1. Äëÿ ëþáîãî ËÍÏ X X∗ � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû
5.3, à òàêæå òîãî, ÷òî ïîëå K (âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R èëè êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
C) ïîëíî.
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Çàäà÷à 5.4. Ïóñòü An, A ∈ L(X, Y ) (n = 1, 2, . . . ) Äîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî
íîðìå An ê A ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü, ò.å. åñëè ||An − A|| → 0, òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ X Anx→ Ax â Y.

Ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà îáðàòíîå íåâåðíî.

Çàäà÷à 5.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîX �ËÍÏ, à Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî L(X, Y ) ïîëíî îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} ⊂ L(X, Y ), òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Anx} ôóíäàìåíòàëüíà â Y, òî ñóùåñòâóåò òàêîé A ∈ L(X,Y ), ÷òî Anx→ Ax äëÿ
âñåõ x ∈ X.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
5.3.

5.3 Ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè Áàíàõà-

Øòåéíãàóçà.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à Y � ËÍÏ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {An}∞n=1 ⊂ L(X, Y ) ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà,
ò.å. äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Cx > 0, òàêàÿ, ÷òî

||Anx|| ≤ Cx (n = 1, 2, . . . ). (5.5)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An}∞n=1 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé, ò.å. ñóùåñòâóåò
òàêîå C > 0, ÷òî

||An|| ≤ C (n = 1, 2, . . . ). (5.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . . îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Vm = {x ∈ X : ∀n = 1, 2, ...||Anx|| ≤ m||x||}. (5.7)

Äîêàæåì, ÷òî
∞∪

m=1

Vm = X. (5.8)

Âëîæåíèå
∞∪

m=1

Vm ⊂ X î÷åâèäíî, òàê êàê Vm ⊂ X äëÿ âñåõ m = 1, 2, . . . Ïóñòü

òåïåðü x ∈ X. Òàê êàê 0⃗ ∈ Vm äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . . , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x ̸= 0⃗. Ââèäó (5.5) ñóùåñòâóåò òàêîå Cx > 0, ÷òî ||Anx|| ≤ Cx (n = 1, 2, . . . ). Åñëè
m ≥ Cx

||x|| , òî ||Anx|| ≤ Cx ≤ m||x||, è çíà÷èò, x ∈ Vm. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî

(5.8) äîêàçàíî.
Òàê êàêX ïîëíî, òî ïî òåîðåìå 2.18 îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè

â ñåáå, ò.å. íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (5.8) ñóùåñòâóåò m0, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî Vm0 íå íèãäå
íå ïëîòíî â X. Èíà÷å ãîâîðÿ, Vm0 ïëîòíî â íåêîòîðîì øàðå Sr(x0) (r > 0). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

V m0 ⊃ Sr(x0). (5.9)

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Vm çàìêíóòî äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . . . Ïóñòü {xk} ⊂
Vm, xk → x. Òîãäà ââèäó (5.7) äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . è k = 1, 2, . . .

||Anxk|| ≤ m||xk||.
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Òàê êàê îïåðàòîðAn îãðàíè÷åí, òî ïî òåîðåìå 5.2 îí òàêæå íåïðåðûâåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
Anxk → Anx ïðè k → ∞. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó
ïðè k → ∞, ââèäó íåïðåðûâíîñòè íîðìû ïîëó÷èì:

||Anx|| ≤ m||x||,

îòêóäà x ∈ Vm. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Vm çàìêíóòî, â ÷àñòíîñòè, V m0 = Vm0 ,
è âëîæåíèå (5.9) ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå

Vm0 ⊃ Sr(x0).

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . è êàæäîãî x ∈ X, òàêîãî, ÷òî ||x − x0|| ≤ r,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

||Anx|| ≤ m0||x||. (5.10)

Ïóñòü z ∈ X, ||z|| ≤ 1. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð x := x0 + rz ∈
Sr(x0)(?). Ïîýòîìó äëÿ íåãî âåðíî íåðàâåíñòâî (5.10), îòêóäà ââèäó ëèíåéíîñòè
îïåðàòîðà An è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

||Anx0 + rAnz|| ≤ m0(||x0||+ r||z||) ≤ m0(||x0||+ r).

Ïðèìåíÿÿ (5.10) äëÿ x = x0, îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñíèçó:

||rAnz + Anx0|| = ||rAnz − (−Anx0)|| ≥ r||Anz|| − ||Anx0|| ≥ r||Anz|| −m0||x0||.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò:

r||Anz|| −m0||x0|| ≤ m0||x0||+m0r

èëè

||Anz|| ≤ C, ãäå C :=
2

r
m0||x0||+m0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . è ëþáîãî z ∈ X, òàêîãî, ÷òî ||z|| ≤ 1,
âûïîëíåíî: ||Anz|| ≤ C. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì íîðìû îïåðàòîðà, îòñþäà
ñðàçó ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (5.6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

×àñòíûì ñëó÷àåì òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü {fn}∞n=1 ⊂ X∗ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ,
îïðåäåëåííûõ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X
íàéäåòñÿ òàêîå Cx > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . |fn(x)| ≤ Cx. Òîãäà ñóùåñòâóåò
C > 0, äëÿ êîòîðîãî ||fn||X∗ ≤ C (n = 1, 2, . . . ).

5.4 Ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû â ÃÏ.

Òåîðåìà Ëàíäàó.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè H � ÃÏ íàä ïîëåì R, (x, y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â H. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ H îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

fu(x) := (x, u) (x ∈ H).

87



Èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò ëèíåéíîñòü fu (?). Ïîêàæåì, ÷òî
ýòîò ôóíêöèîíàë îãðàíè÷åí è, êðîìå òîãî,

||fu||H∗ = ||u||. (5.11)

Åñëè u = 0⃗, òî ýòî î÷åâèäíî. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ̸= 0⃗. Âî-ïåðâûõ,

|fu(x)| = |(x, u)| ≤ ||u|| · ||x||,

è çíà÷èò,
||fu||X∗ ≤ ||u||. (5.12)

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Îáîçíà÷èì u0 :=
u

||u|| . Òîãäà ||u0|| = 1 è

fu(u0) =

(
u

||u||
, u

)
=

1

||u||
(u, u) =

||u||2

||u||
= ||u||.

Ñëåäîâàòåëüíî,
||fu||X∗ = sup

||x||≤1

|fu(x)| ≥ fu(u0) = ||u||.

Îòñþäà è èç (5.12) ñëåäóåò (5.11).

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü H = l2. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, ...) (xk ∈ R), òàêèõ, ÷òî

∞∑
k=1

x2k <∞.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x, y) :=
∞∑
k=1

xkyk, ãäå x = (x1, x2, ...), y = (y1, y2, ...) ∈ l2.

Äëÿ a = (a1, a2, ...) ∈ l2 îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

fa(x) :=
∞∑
k=1

xkak.

Òîãäà, êàê òîëüêî ÷òî áûëî äîêàçàíî, fa ∈ l∗2 è

||fa|| =
( ∞∑

k=1

a2k

) 1
2

. (5.13)

Òåîðåìà 5.5. [Ëàíäàó] ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (ak)
∞
k=1 ∈ l2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî x = (x1, x2, ...) ∈ l2 ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

xkak. (5.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ l2, òî ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

∞∑
k=1

|xkak| ≤
( ∞∑

k=1

x2k

) 1
2

·
( ∞∑

k=1

a2k

) 1
2

<∞.

Çíà÷èò, ðÿä (5.14) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî, íàîáîðîò, ðÿä (5.14) ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî x ∈ l2.

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà a ∈ l2. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

fn(x) :=
n∑

k=1

xkak (x = (x1, x2, . . . ) ∈ l2).

Ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (5.13)

||fn|| =
( n∑

k=1

a2k

) 1
2

(n = 1, 2, . . . ). (5.15)

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ {fn} ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà íà
ïðîñòðàíñòâå l2. Â ñàìîì äåëå, ïî îïðåäåëåíèþ, fn(x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
(5.14), êîòîðûé ïî óñëîâèþ ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë è, â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà Cx, ÷òî |fn(x)| ≤ Cx äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî l2
� áàíàõîâî, òî ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 5.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ||fn|| ≤ C (n = 1, 2, . . . )
äëÿ íåêîòîðîãî C > 0. Èíà÷å, ââèäó (5.15)( n∑

k=1

a2k

) 1
2

≤ C (n = 1, 2, . . . )

èëè ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n→ ∞( ∞∑
k=1

a2k

) 1
2

≤ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ l2, è òåîðåìà äîêàçàíà.

5.5 Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Íîðìà èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü áóäåò èäòè î ïðîñòðàíñòâå C[a, b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
f : [a, b] → R ñ îáû÷íîé íîðìîé ||f || = max

x∈[a,b]
|f(x)|.Ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû,

îïðåäåëåííûå íà C[a, b], óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: äèñêðåòíûå
è èíòåãðàëüíûå. Òèïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì ïåðâîãî ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé
ôóíêöèîíàë Äèðàêà

φ(f) := f(a) (f ∈ C[a, b]).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ôóíêöèîíàë ëèíååí (?). Ïîêàæåì, ÷òî îí îãðàíè÷åí è

||φ|| = 1. (5.16)
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Âî-ïåðâûõ,
|φ(f)| = |f(a)| ≤ max

x∈[a,b]
|f(x)| = ||f ||,

îòêóäà ||φ|| ≤ 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà âîçüìåì ôóíêöèþ
f0(x) ≡ 1. Òàê êàê ||f0|| = 1 è φ(f0) = f0(a) = 1, òî

||φ|| = sup
||f ||≤1

|φ(f)| ≥ φ(f0) = 1.

Ïîýòîìó ||φ|| ≥ 1, è ðàâåíñòâî (5.16) äîêàçàíî.

Çàäà÷à 5.6. Ïóñòü a ≤ a1 < a2 < ... < an ≤ b, λk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . , n). Îïðåäåëèì
ôóíêöèîíàë

φ(f) :=
n∑

k=1

λkf(ak).

Äîêàçàòü, ÷òî îí ëèíååí è îãðàíè÷åí íà C[a, b], à òàêæå âû÷èñëèòü åãî íîðìó.

Ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû. Ïóñòü g(x) ∈ C[a, b] �
ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

φ(f) :=

b∫
a

f(x)g(x) dx (f(x) ∈ C[a, b]). (5.17)

Åãî ëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà.
Íàéäåì åãî íîðìó.

Òåîðåìà 5.6. Ôóíêöèîíàë φ, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì (5.17), îãðàíè÷åí, è
åãî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C[a, b]∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

||φ|| =
b∫

a

|g(x)| dx. (5.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé f ∈ C[a, b]

|φ(f)| =
b∫

a

|f(x)||g(x)| dx ≤
b∫

a

|g(x)| dx · ||f ||.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë φ îãðàíè÷åí íà C[a, b], è

||φ|| ≤
b∫

a

|g(x)| dx. (5.19)

Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Ïî òåîðåìå
Êàíòîðà ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b], è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå
ðàçáèåíèå îòðåçêà a = x0 < x1 < ... < xn = b, ÷òî

|g(u)− g(v)| ≤ ε, åñëè u, v ∈ [xk−1, xk] äëÿ íåêîòîðîãî k = 1, . . . , n. (5.20)
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Ðàçîáüåì îòðåçêè ðàçáèåíèÿ∆k = [xk−1, xk] íà äâå ãðóïïû. Â ïåðâóþ I1 îòíåñåì òå,
íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ g ñîõðàíÿåò çíàê, à âî âòîðóþ I2 � âñå îñòàëüíûå (î÷åâèäíî,
÷òî ôóíêöèÿ g îáðàùàåòñÿ â íóëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå êàæäîãî òàêîãî îòðåçêà).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

f̃(x) :=


sign g(x), äëÿ x ∈ ∆k ∈ I1

0, ïðè x = a, b, åñëè a, b ̸∈ ∆k ∈ I1
ëèíåéíà è íåïðåðûâíà íà ∆k ∈ I2

x
a = x0 x1 x2 x3 x4 b = x5

y

−1

1

y = g(x)

y = g̃(x)

ßñíî, ÷òî |f̃(x)| ≤ 1, è çíà÷èò,

||f̃ || ≤ 1. (5.21)

Îáîçíà÷èì
A :=

∪
∆k∈I1

∆k è B :=
∪

∆k∈I2

∆k.

Òîãäà A
∪
B = [a, b], à A

∩
B ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ïîýòîìó ââèäó

àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f̃ íà ïðîìåæóòêàõ ïåðâîé ãðóïïû

φ(f̃) =

b∫
a

g(x)f̃(x) dx =

∫
A

g(x)f̃(x) dx+

∫
B

g(x)f̃(x) dx

=
∑
∆k∈I1

∫
∆k

g(x)f̃(x) dx+

∫
B

g(x)f̃(x) dx

≥
∫
A

|g(x)| dx−
∫
B

|g(x)f̃(x)| dx.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, åñëè∆k ∈ I2, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà uk ∈ ∆k, ÷òî g(uk) = 0.
Íî òîãäà ââèäó (5.20) äëÿ x ∈ ∆k

|g(x)| = |g(x)− g(uk)| ≤ ε,
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ò.å. åñëè x ∈ B, òî |g(x)| ≤ ε. Òåì ñàìûì èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà è ñîîòíîøåíèÿ
(5.21) ñëåäóåò:

φ(f̃) ≥
b∫

a

|g(x)| dx− 2εm(B) ≥
b∫

a

|g(x)| dx− 2ε(b− a).

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (5.21), ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ôóíêöèîíàëà

||φ|| ≥ φ(f̃) ≥
b∫

a

|g(x)| dx− 2ε(b− a),

îòêóäà ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì:

||φ|| ≥
b∫

a

|g(x)| dx.

Îòñþäà è èç (5.19) ñëåäóåò ðàâåíñòâî (5.18). Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.6 Íîðìà îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû A : Rn → Rm. Ïî
òåîðåìå 1.4 ëþáîé òàêîé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöåé A =
(aij)

m,n
i,j=1 (aij ∈ R) ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x = (xj)

n
j=1 ∈ Rn, òî Ax = (yi)

m
i=1, ãäå

yi =
n∑

j=1

aijxj (i = 1, . . . ,m).

Íîðìà îïåðàòîðà A áóäåò, êîíå÷íî, çàâèñåòü îò òîãî, êàêèå íîðìû áåðóòñÿ
â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm. Íàéäåì, íàïðèìåð, íîðìó ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà A :
Rn

1 → Rm
1 , ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà â îáîèõ ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm ðàññìàòðèâàåòñÿ

íîðìà

||x||1 =
n∑

j=1

|xj|.

Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x = (xj)
n
j=1

∥Ax∥1 =
m∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣ 6 n∑
j=1

( m∑
i=1

|aij|
)
|xj| ≤M

n∑
j=1

|xj| =M∥x∥1,

ãäå M := maxj=1,...,n

m∑
i=1

|aij|. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî M ÿâëÿåòñÿ íîðìîé îïåðàòîðà.

Âî-ïåðâûõ, èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∥A∥1,1 6M.Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæåííîå
íåðàâåíñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà M ñóùåñòâóåò òàêîå j0, ÷òî M =
m∑
i=1

|aij0 |. Åñëè x0 :=

(0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j0

, 0, . . . , 0), òî ∥x0∥1 = 1 è

∥Ax0∥1 =
m∑
i=1

∣∣∣ n∑
j=1

aijx
0
j

∣∣∣ = m∑
i=1

|aij0 | =M.
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Ïîýòîìó ∥A∥1,1 > ∥Ax0∥1 =M. Â èòîãå ìû äîêàçàëè, ÷òî

∥A∥1,1 = max
j=1,...,n

m∑
i=1

|aij|.

Íàïîìíèì, ÷òî Rn
∞ � ËÍÏ (Rn, ∥ · ∥∞), ãäå ||x||∞ = max

j=1,...,n
|xj|.

Çàäà÷à 5.7. Íàéòè íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà a)A : Rn
∞ → Rm

∞; b)A : Rn
1 → Rm

∞,
çàäàííîãî ìàòðèöåé A = (aij)

m,n
i,j=1 (aij ∈ R).

5.7 Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà â C[a, b] è

åãî íîðìà.

Ïóñòü K(s, t) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòå
[a, b]× [a, b]. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Af(s) :=

b∫
a

K(s, t)f(t) dt, (5.22)

ãäå f(t) ∈ C[a, b]. Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà
îò ïàðàìåòðà [5, ãë. 14, � 1] ôóíêöèÿ Af(s) íåïðåðûâíà íà [a, b]. Òàêèì îáðàçîì,
A : C[a, b] → C[a, b]. Îòîáðàæåíèå (5.22) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà,
ôóíêöèÿ K(s, t) � åãî ÿäðîì.

Òåîðåìà 5.7. Îïåðàòîð A : C[a, b] → C[a, b], çàäàííûé ñîîòíîøåíèåì (5.22),
ëèíååí è îãðàíè÷åí, à åãî íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∥A∥ = max
s∈[a,b]

b∫
a

|K(s, t)| dt. (5.23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà,
à îãðàíè÷åííîñòü áóäåò äîêàçàíà, êàê òîëüêî ìû ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ
(5.23).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ïðàâóþ ÷àñòü (5.23). Òîãäà, åñëè f ∈ C[a, b], òî äëÿ ëþáîãî
s ∈ [a, b]

|Af(s)| 6
b∫

a

|K(s, t)| · |f(t)| dt 6M · ∥f∥,

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â C[a, b] è íîðìû îïåðàòîðà ∥A∥ 6 M. Äîêàæåì
ïðîòèâîïîëîæåííîå íåðàâåíñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ M ñóùåñòâóåò òàêîå s0 ∈ [a, b], ÷òî

M =

b∫
a

|K(s0, t)| dt.
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Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ôóíêöèîíàë:

φ(f) :=

b∫
a

K(s0, t) · f(t) dt.

Òàê êàê ïî òåîðåìå 5.6

∥φ∥ =

b∫
a

|K(s0, t)| dt,

òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f̃ ∈ C[a, b], ÷òî ∥f̃∥ 6 1 è
|φ(f̃)| >M − ε. Ïîýòîìó

∥Af̃∥ > |Af̃(s0)| = |φ(f̃)| >M − ε,

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà

∥A∥ > ∥Af̃∥ >M − ε.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì: ∥A∥ >M, è ñîîòíîøåíèå (5.23) äîêàçàíî.

5.8 Òåîðåìà Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A :
X → Y íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî îíî ïåðåâîäèò â
îòêðûòîå, ò.å. A(U) îòêðûòî, åñëè U ⊂ X îòêðûòî.

Ïðèìåð 5.2. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå I : X → X, ò.å. Ix = x (x ∈ X), îòêðûòî
äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

Ïðèìåð 5.3. Ïóñòü X � ËÍÏ, dim X ≥ 2, x0 ∈ X è f ∈ X∗. Òîãäà îòîáðàæåíèå
Tx := f(x) · x0 (x ∈ X) íå îòêðûòî, òàê êàê åãî îáðàç ImT = {λx0, λ ∈ R}
îäíîìåðåí è íå ñîäåðæèò íè îäíîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå X.

Çàäà÷à 5.8. Ïóñòü X è Y � ËÍÏ, à ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî A(X) = Y.

Ñëåäóþùàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðíî òàêæå óòâåðæäåíèå,
îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ ïîñëåäíåé çàäà÷è (êîòîðîå óæå âåñüìà íåòðèâèàëüíî).

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y � òàêîé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî A(X) = Y . Òîãäà À � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé âàæíîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ öåëûé ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé. ×åðåç Sr (ñîîòâåòñòâåííî SR) â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â 0⃗ â ïðîñòðàíñòâå X (ñîîòâåòñòâåííî â Y ) Ïðè ýòîì
ðàäèóñ øàðà â X áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñòðî÷íîé, à â Y � ïðîïèñíîé áóêâîé. Òàêèì
îáðàçîì,

Sr = {x ∈ X : ∥x∥ 6 r}, à SR = {y ∈ Y : ∥y∥ 6 R}.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïîäìíîæåñòâî V ËÏ E íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ V ñëåäóåò: −x ∈ V.
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Ëåììà 5.1. Ïóñòü X è Y � äâà ËÍÏ.
1. Äëÿ êàæäîãî r > 0 Sr � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî

â ïðîñòðàíñòâå X.
2. Åñëè A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî îáðàç A(Sr) � âûïóêëîå

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî â Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëèøü âòîðîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê ïåðâîå äîêàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (è íåñêîëüêî ïðîùå).

×òîáû äîêàçàòü öåíòðàëüíóþ ñèììåòðè÷íîñòü ìíîæåñòâà A(Sr) âîçüìåì y ∈
A(Sr). Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàçà íàéäåòñÿ x ∈ Sr, òàêîé, ÷òî y = Ax, ïðè÷åì ââèäó
ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà −y = −Ax = A(−x). Òàê êàê −x ∈ Sr, òî îòñþäà −y ∈
A(Sr).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî A(Sr) âûïóêëî. Åñëè y1, y2 ∈ A(Sr), òî yi =
Axi, xi ∈ Sr (i = 1, 2). Äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1]

(1− t)y1 + ty2 = (1− t)Ax1 + tAx2 = A((1− t)x1 + tx2).

Òàê êàê (1−t)x1+tx2 ∈ Sr, òî îòñþäà (1−t)y1+ty2 ∈ A(Sr), è ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü M ⊂ X � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà åãî çàìûêàíèå M̄ îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1, x2 ∈ M̄, t ∈ [0, 1], òî ïî îïðåäåëåíèþ çàìûêàíèÿ
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x1n} ⊂ M è {x2n} ⊂ M, òàêèå, ÷òî x1n → x1 è
x2n → x2. Òîãäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàöèé â ËÍÏ (ñì. òåîðåìó
2.1)

xn := (1− t)x1n + tx2n → (1− t)x1 + tx2,

è çíà÷èò, (1 − t)x1 + tx2 ∈ M̄. Òåì ñàìûì âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà M̄ äîêàçàíà.
Öåíòðàëüíóþ ñèììåòðè÷íîñòü ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ëåììà 5.3. Åñëè M ⊂ X � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî,
M ⊃ Sr(x0) (x0 ∈ X), òî M ⊃ Sr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X

x =
1

2
(x− x0) +

1

2
(x+ x0). (5.24)

Åñëè x ∈ Sr, òî x + x0 ∈ Sr(x0), è çíà÷èò, x + x0 ∈ M. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
x0 − x ∈M , îòêóäà ââèäó öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè ìíîæåñòâà M ïîëó÷àåì:
x − x0 ∈ M . Òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèå (5.24) ïîêàçûâàåò, ÷òî x � âûïóêëàÿ
êîìáèíàöèÿ äâóõ âåêòîðîâ èçM. Òàê êàêM âûïóêëî, òî x ∈M . Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü A : X → Y � ëèíåéíûé îïåðàòîð, λ > 0. Òîãäà
1) åñëè A(Sr) ⊃ SR, òî A(Sλr) ⊃ SλR;
2) åñëè A(Sr) ⊃ SR, òî A(Sλr) ⊃ SλR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü äîêàæåì ëèøü âòîðîå óòâåðæäåíèå, òàê êàê ïåðâîå äîêàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (è íåñêîëüêî ïðîùå).

Åñëè y ∈ SλR, òî ïî îïðåäåëåíèþ øàðà y
λ
∈ SR. Òåì ñàìûì ïî óñëîâèþ y

λ
∈

A(Sr). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ A(Sr), ÷òî
yn → y

λ
, îòêóäà λyn → y. Â òî æå âðåìÿ yn = A(xn) (xn ∈ Sr). Ïîýòîìó λyn =

A(λxn), ò.å. λyn ∈ A(Sλr). Òàê êàê λyn → y, òî â èòîãå y ∈ A(Sλr).
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Ïîñëåäíèå äâå ëåììû áóäóò èãðàòü öåíòðàëüíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
5.8.

Ëåììà 5.5. Ïóñòü X � ËÍÏ, Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : X → Y � òàêîé
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, ÷òî A(X) = Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò R > 0, äëÿ
êîòîðîãî A(S1) ⊃ SR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà

Y =
∞∪
n=1

A(Sn). (5.25)

Êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü âëîæåíèå Y ⊂
∞∪
n=1

A(Sn). Òàê êàê ïî óñëîâèþ

A(X) = Y, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y íàéäåòñÿ òàêîé x ∈ X, ÷òî Ax = y. Ïóñòü n0 ∈ N
íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ∥x∥ < n0. Òîãäà y ∈ A(Sn0), è ðàâåíñòâî (5.25) äîêàçàíî.

Äàëåå, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Y áàíàõîâî, òî ïî òåîðåìå Áýðà-Õàóñäîðôà 2.18
îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âòîðîé êàòåãîðèè. Ïîýòîìó (5.25) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
n1 ∈ N, äëÿ êîòîðîãî îáðàç A(Sn1) âñþäó ïëîòåí â íåêîòîðîì øàðå SL(y0), ò.å. ïðè
íåêîòîðûõ L > 0 è y0 ∈ Y

A(Sn1) ⊃ SL(y0). (5.26)

Ââèäó ëåìì 5.1 è 5.2 A(Sn1) � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî.
Òåì ñàìûì âëîæåíèå (5.26) è ëåììà 5.3 ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî A(Sn1) ⊃ SL.
Íî òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.4, â èòîãå çàêëþ÷àåì: A(S1) ⊃ SR, ãäå R := L

n1
.

Ëåììà 5.6. Ïóñòü Y � ËÍÏ, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð A : X → Y îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0,
÷òî

A(S1) ⊃ SR. (5.27)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå:
A(S1) ⊃ SR

2
. (5.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà âëîæåíèïÿ (5.28) áóäåò ëåæàòü ìåòîä
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðîèçâîëüíîãî y ∈ SR ýëåìåíòàìè îáðàçà A(X).

Ïðåæäå âñåãî, ââèäó (5.27) y ∈ A(S1), è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé y1 ∈ A(S1),
÷òî ∥y − y1∥ < R

2
. Òàêèì îáðàçîì, y1 = Ax1, ãäå x1 ∈ S1 è

∥y − Ax1∥ <
R

2
,

ò.å. y − Ax1 ∈ SR
2
. Ïî ëåììå 5.4 èç óñëîâèÿ (5.27) ñëåäóåò: A(S 1

2
) ⊃ SR

2
. Ïîýòîìó

y − Ax1 ∈ A(S 1
2
), è òî÷íî òàê æå, êàê è â ïåðâûé ðàç, íàéäåòñÿ x2 ∈ S 1

2
, äëÿ

êîòîðîãî

∥y − Ax1 − Ax2∥ <
R

22
.

Ïðîäîëæàÿ íà÷àòûé ïðîöåññ, âûäåëèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X, ÷òî

∥xn∥ < 21−n (n = 1, 2, . . . ) (5.29)
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è

∥y − A(x1 + x2 + · · ·+ xn)∥ <
R

2n
. (5.30)

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
k=1

xk. (5.31)

Ââèäó (5.29) îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî (?). Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê X ïîëíî, òî ïî
òåîðåìå 2.16 ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x ∈ X.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (5.30) ñëåäóåò, ÷òî A(Sn) → y, ãäå Sn � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà
(5.31). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí
(ñì. òåîðåìó 5.2), òî A(Sn) → Ax. Ïîýòîìó y = Ax. Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî
ââèäó (5.29) ∥Sn∥ 6 2 äëÿ âñåõ n ∈ N, à çíà÷èò, ∥x∥ 6 2. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ S2, è
äîêàçàíî âëîæåíèå: A(S2) ⊃ SR. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.4, òåì ñàìûì ïîëó÷àåì (5.28).
Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî U ⊂ X îòêðûòî.
Äîêàæåì, ÷òî òîãäà îòêðûòûì áóäåò è åãî îáðàç, ò.å. ìíîæåñòâî A(U). Ââèäó
ëåìì 5.5 è 5.6 ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî A(S1) ⊃ SR. Òåì ñàìûì, ïðèìåíÿÿ
ëåììó 5.4, ïîëó÷àåì:

A(Sr) ⊃ SL, L = rR, (5.32)

ãäå r > 0 ïîêà ïðîèçâîëüíî. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà äëÿ êàæäîãî x0 ∈ U âûïîëíåíî
âëîæåíèå:

A(Sr(x0)) ⊃ SL(Ax0) (5.33)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ SL(Ax0), òî ∥y−Ax0∥ < L èëè ýêâèâàëåíòíî y−Ax0 ∈ SL.
Îòñþäà ââèäó (5.32) y−Ax0 ∈ A(Sr). Èíà÷å ãîâîðÿ, íàéäåòñÿ x ∈ Sr, äëÿ êîòîðîãî
y − Ax0 = Ax. Â èòîãå y = A(x0 + x), ãäå x+ x0 ∈ Sr(x0), îòêóäà y ∈ A(Sr(x0)), è
âëîæåíèå (5.33) äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü y0 ∈ A(U) ïðîèçâîëåí. Òîãäà y0 = Ax0, ãäå x0 ∈ U. Òàê êàê U
îòêðûòî, òî ìîæíî âçÿòü òàêîå r > 0, ÷òî Sr(x0) ⊂ U. Òîãäà A(Sr(x0)) ⊂ A(U),
îòêóäà ââèäó (5.33)

A(U) ⊃ A(Sr(x0)) ⊃ SL(Ax0) = SL(y0),

ò.å. y0 ∈ A(U)� âíóòðåííÿÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì,A(U) îòêðûòî,
è òåîðåìà äîêàçàíà.

5.9 Òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå.

Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì òåîðåìû îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè, äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

Òåîðåìà 5.9. [Áàíàõ] Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A : X → Y �
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèé X íà Y .
Òîãäà îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 òàêæå ëèíååí è îãðàíè÷åí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 : Y → X ñóùåñòâóåò è
ïî ëåììå 1.1 ëèíååí. Äîêàæåì åãî îãðàíè÷åííîñòü.

Ïðèìåíÿÿ â î÷åðåäíîé ðàç ëåììû 5.5 è 5.6, íàéäåì òàêîå R > 0, ÷òî A(S1) ⊃
SR. Îòñþäà ïî ëåììå 5.4 A(S2/R) ⊃ S2. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
y ∈ Y, ∥y∥ < 2, ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ X, ÷òî îäíîâðåìåííî ∥x∥ < 2/R è Ax = y.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà x = A−1y è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥A−1∥ = sup
∥y∥61

∥A−1y∥ 6 sup
∥y∥<2

∥x∥ 6 2

R
<∞.

Òåì ñàìûì îïåðàòîð A−1 îãðàíè÷åí, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ â
ïîñëåäíåé òåîðåìå ñóùåñòâåííà. Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå l2, ñîñòîÿùåì èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . . ), òàêèõ, ÷òî

∥x∥2 :=
( ∞∑

k=1

x2k

)1/2
<∞,

äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð

Ax := (x1,
x2
2
, . . . ,

xn
n
, . . . ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îí ëèíååí è îãðàíè÷åí, òàê êàê ∥Ax∥2 ≤ ∥x∥2 (?). Åãî îáðàç
A(l2) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî l2. Ïîýòîìó ýòî ËÍÏ ñ íîðìîé èç l2. Ïðîâåðèì,
÷òî îïåðàòîð A : l2 → A(l2) âçàèìîîäíîçíà÷åí.

ßñíî, ÷òî A ñþðúåêòèâåí. Êðîìå òîãî, åñëè Ax = (x1,
x2

2
, . . . ) = 0⃗, òî x1 =

x2 = · · · = 0, îòêóäà x = 0⃗. Òàêèì îáðàçîì, KerA = {⃗0} è îïåðàòîð A : l2 →
A(l2) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 5.9, êðîìå, ìîæåò áûòü, ïîëíîòû
ïðîñòðàíñòâà Y := A(l2).

Ïîêàæåì, ÷òî âìåñòå ñ òåì îáðàòíûé îïåðàòîð íå îãðàíè÷åí. Äåéñòâèòåëüíî,
âî-ïåðâûõ, êàê ëåãêî âèäåòü, A−1(y1, y2, . . . ) = (y1, 2y2, . . . , nyn, . . . ). Åñëè, êàê
îáû÷íî, en = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, . . . ), òî A−1en = nen, è çíà÷èò, ∥A−1en∥2 = n. Òàêèì

îáðàçîì,
∥A−1∥ = sup

∥x∥2≤1

∥Ax∥2 ≥ n äëÿ âñåõ n ∈ N,

îòêóäà ∥A−1∥ = ∞.

Çàäà÷à 5.9. ÏóñòüA� îïåðàòîð èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî
(áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåìû Áàíàõà 5.9), ÷òî ïðîñòðàíñòâî A(l2) íå ïîëíî.

5.10 Îïèñàíèå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ

â ÃÏ.

Åñëè H � ïðîèçâîëüíîå ÃÏ, òî, êàê ìû óæå çíàåì (ñì. �5.4), ëþáîé ýëåìåíò a ∈ H
ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë:

φ(x) := (x, a) (x ∈ H), ïðè÷åì ∥φ∥H∗ = ∥a∥H . (5.34)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî, íà ñàìîì äåëå, óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá
çàäàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ èç H∗.
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Òåîðåìà 5.10. [Ðèññ] Ïóñòü H � ïîëíîå ÃÏ íàä ïîëåì R. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
φ ∈ H∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a ∈ H, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû
îáà ðàâåíñòâà èç (5.34).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè φ(x) ≡ 0, òî ìîæíî âçÿòü a = 0⃗, è âñå äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî φ(x0) ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ H. Ïî òåîðåìå 1.2

ìíîæåñòâî M := kerφ = {x : φ(x) = 0} � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÃÏ H. Òàê
êàê φ íåïðåðûâåí, òî îíî çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xn ∈ M, xn → x, òî
φ(xn) = 0 (n ∈ N) è ââèäó íåïðåðûâíîñòè φ(xn) → φ(x).. Îòñþäà φ(x) = 0, ò.å.
x ∈M.

Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î ðàçëîæåíèè ÃÏ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ (ñì.
òåîðåìó 4.23) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

H =M ⊕M⊥, (5.35)

ãäå, êàê è ðàíåå, M⊥ = {y ∈ H : (y, x) = 0,∀x ∈M}. Ïðè ýòîì

M ∩M⊥ = {⃗0}, (5.36)

òàê êàê åñëè x ∈ M ∩ M⊥, òî (x, x) = 0, è çíà÷èò, x = 0⃗. Äîêàæåì, ÷òî M⊥

îäíîìåðíî, ò.å. ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ H

M⊥ = {λe, λ ∈ R}. (5.37)

Òàê êàê M⊥ ̸= {⃗0}, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x0 ∈M⊥. Òîãäà φ(x0) ̸= 0,
è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü e := x0

φ(x0)
. Çàìåòèì, ÷òî φ(e) = 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ M⊥

ïîëîæèì: y := x − φ(x)e. Òàê êàê M⊥ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÃÏ H, òî
y ∈M⊥. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà

φ(y) = φ(x)− φ(x)φ(e) = 0

ñëåäóåò: y ∈ M. Òàêèì îáðàçîì, y ∈ M ∩ M⊥, îòêóäà ââèäó (5.36) y = 0⃗.
Ñëåäîâàòåëüíî, x = φ(x)e, ò.å. äëÿ êàæäîãî x ∈ M⊥ íàéäåòñÿ òàêîå λ = λ(x),
÷òî x = λe. Èòàê, ñîîòíîøåíèå (5.37) äîêàçàíî.

Ïóñòü a = e/∥e∥2. Åñëè x ∈ H ïðîèçâîëåí, òî ïðèìåíÿÿ (5.35), ïîëó÷àåì:

x = y + u, ãäå y ∈M,u ∈M⊥.

Êðîìå òîãî, ââèäó (5.37) u = λe äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà φ, à òàêæå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âû÷èñëÿåì:

φ(x) = φ(y) + φ(u) = φ(u) = φ(e)λ = λ,

è, òàê êàê a ∈M⊥,

(x, a) = (y + λe, a) = (y, a) + λ
(e, e)

∥e∥2
= λ.

Òàêèì îáðàçîì, (5.34) âûïîëíåíî. Äîêàæåì, ÷òî a � åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ñ
òàêèì ñâîéñòâîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ (5.34) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

φ(x) = (x, a1) (x ∈ H).
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Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå

(x, a)− (x, a1) = (x, a− a1) = 0 (x ∈ H)

âåêòîð x = a− a1, ïîëó÷èì:

(a− a1, a− a1) = 0,

îòêóäà a = a1, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Îòîáðàæåíèå ψ : X → Y ËÍÏ X â ËÍÏ Y íàçûâàåòñÿ
èçîìåòðèåé, åñëè îíî ëèíåéíî, âçàèìíîîäíîçíà÷íî è ñîõðàíÿåò íîðìó, ò.å. ∥ψ(x)∥ =
∥x∥ äëÿ âñåõ x ∈ X. ËÍÏ X è Y íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà èçîìåòðèÿ ψ : X → Y .

Çàìå÷àíèå 5.2. Èçîìåòðè÷íûå ËÍÏ îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþòñÿ (ñ÷èòàþòñÿ "êîïèÿìè"
îäíîãî è òîãî æå ËÍÏ), òàê êàê èõ ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñèå ñâîéñòâà ñîâåðøåííî
îäèíàêîâû íå òîëüêî ñ êà÷åñòâåííîé, íî è ñ êîëè÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ.

Çàäà÷à 5.10. Ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî èçîìîðôèçìîì
ËÍÏ.

Çàäà÷à 5.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ψ : X → Y � èçîìåòðèÿ, òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ψ−1 : Y → X òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

Òåîðåìà 5.11. Ëþáîå ïîëíîå ÃÏ H íàä ïîëåì R èçîìåòðè÷íî ñâîåìó ñîïðÿæåííîìó
ïðîñòðàíñòâó H∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : H → H∗ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè a ∈ H, òî φ(a)(x) := (x, a). Ââèäó 5.34 φ ñîõðàíÿåò íîðìó. Êðîìå òîãî, äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ a1, a2 ∈ H è x ∈ H

φ(a1 + a2)(x) = (x, a1 + a2) = (x, a1) + (x, a2) = φ(a1)(x) + φ(a2)(x),

îòêóäà φ(a1+a2) = φ(a1)+φ(a2). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî φ(λa) = λφ(a) äëÿ ëþáûõ a ∈ H è λ ∈ R (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Òàêèì
îáðàçîì, φ ëèíåéíî. Íàêîíåö, ïî òåîðåìå 5.10 ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíîîäíîçíà÷íî.
Â èòîãå φ � èçîìåòðèÿ, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5.3. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 5.2, ðåçóëüòàò ïîñëåäíåé òåîðåìû ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå (ñèìâîëè÷åñêîãî) ðàâåíñòâà: H∗ = H. Â äàëüíåéøåì â ïîäîáíûõ
ñèòóàöèÿõ ìû èìåííî òàê è áóäåì äåëàòü.

Çàìå÷àíèå 5.4. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÃÏ H
ðàññìàòðèâàåòñÿ íàä ïîëåì C. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: òî æå ñàìîå îòîáðàæåíèå φ
ÿâëÿåòñÿ òîãäà íå èçîìåòðèåé, à ñîïðÿæåííîé èçîìåòðèåé. Òî÷íåå, φ èìååò âñå
òå æå ñâîéñòâà çà èñêëþ÷åíèåì îäíîðîäíîñòè; âìåñòî íåå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
φ(λa) = λ̄φ(a) (a ∈ H, λ ∈ C) (ñîïðÿæåííàÿ îäíîðîäíîñòü). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
êàæäîãî x ∈ H φ(λa) = (x, λa) = λ̄φ(a)(x).

Ñëåäñòâèå 5.3. Åñëè n ∈ N, òî (Rn
2 )

∗ = Rn
2 , ò.å. äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ (Rn

2 )
∗

ñóùåñòâóåò òàêîé a = (ak)
n
k=1, ÷òî x

∗(x) =
∑n

k=1 akxk (x = (xk)
n
k=1 ∈ Rn

2 ).

Ñëåäñòâèå 5.4. l∗2 = l2, ò.å. äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ l∗2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a = (ak)

∞
k=1 ∈ l2, ÷òî x

∗(x) =
∑∞

k=1 akxk (x = (xk)
∞
k=1 ∈ l2).

Ñëåäñòâèå 5.5. Åñëè (X,Σ, µ) � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé, òî L2(X,Σ, µ)
∗ =

L2(X,Σ, µ), ò.å. äëÿ êàæäîãî f∗ ∈ L∗
2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ a = a(x) ∈ L2,

÷òî f ∗(f) =
∫
X
a(x)f(x) dµ (f ∈ L2).
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5.11 Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî

ê ïðîñòðàíñòâó lp (1 6 p <∞).

Ïðîñòðàíñòâî lp íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, åñëè p ̸= 2. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ê íåìó íå ïðèìåíèìû. Òåì íå ìåíåå, ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå
ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ âîçìîæíî è â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü 1 6 p <∞, à q � ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê p, ò.å.

1

p
+

1

q
= 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a = (ak)
∞
k=1 ∈ lq ñîîòíîøåíèå

φ(x) =
∞∑
k=1

xkak (x = (xk) ∈ lp) (5.38)

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà lp, è êðîìå òîãî,

∥φ∥l∗p = ∥a∥q. (5.39)

Íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî φ ∈ l∗p ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (ak) ∈ lq,
äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî (5.38).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé: 1 < p < ∞. Òîãäà è
1 < q <∞.

Ïóñòü ñíà÷àëà a = (ak) ∈ lq è ôóíêöèîíàë φ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5.38).
Òàê êàê ââèäó íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà

|φ(x)| =
∣∣∣ ∞∑
k=1

xkak

∣∣∣ 6 ∥a∥q∥x∥p (x = (xk) ∈ lp),

òî
∥φ∥l∗p 6 ∥a∥q. (5.40)

Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà φ î÷åâèäíà, è ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè
òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà:

∥φ∥l∗p > ∥a∥q. (5.41)

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (xnk)
∞
k=1, ãäå

xnk :=

{
sign(ak)|ak|q−1, åñëè k 6 n

0, åñëè k > n.

Òîãäà ââèäó ðàâåíñòâà p(q − 1) = q

∥xn∥p =
( ∞∑

k=1

|xnk |p
)1/p

=
( n∑

k=1

|ak|q
)1/p

è

φ(xn) =
n∑

k=1

sign ak|ak|q−1ak =
n∑

k=1

|ak|q.
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Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ôóíêöèîíàëà

|φ(xn)| 6 ∥φ∥l∗p∥x
n∥p,

òî èç ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì:
n∑

k=1

|ak|q ≤ ∥φ∥l∗p
( n∑

k=1

|ak|q
)1/p

.

Îòñþäà ( n∑
k=1

|ak|q
)1/q

≤ ∥φ∥l∗p ,

è ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ ïîëó÷àåì (5.41). Ýòî âìåñòå ñ ðàíåå
ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâîì (5.40) äàåò (5.39).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé
ôóíêöèîíàë φ ∈ l∗p ïðåäñòàâèì â âèäå (5.38). Ïóñòü, êàê îáû÷íî,

ek = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
k

, 0, . . . ) (k = 1, 2, . . . ).

Åñëè x = (xk)
∞
k=1 ∈ lp, òî ñìûñëå ñõîäèìîñòè â lp

x =
∞∑
k=1

xkek. (5.42)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Sn :=
n∑

k=1

xkek (n ∈ N), òî

∥x− Sn∥pp =
∞∑

k=n+1

|xk|p.

Òàê êàê x ∈ lp, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, Sn → x ïðè n → ∞, è (5.42) äîêàçàíî. Îòñþäà ââèäó
íåïðåðûâíîñòè φ ïðè n→ ∞

φ(Sn) → φ(x). (5.43)

Êðîìå òîãî, òàê êàê φ ëèíååí, òî îáîçíà÷àÿ ak := φ(ek) (k ∈ N), ïîëó÷àåì

φ(Sn) =
n∑

k=1

xkak.

Îòñþäà è èç (5.43) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (5.38). Ïðè ýòîì ââèäó (5.41) a = (ak) ∈
lq.

Çàäà÷à 5.12. Äîêàçàòü ýòó òåîðåìó â ñëó÷àå p = 1.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì äîêàçàòåëüñòâîì.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïðîñòðàíñòâà l∗p è lq, ãäå 1/p + 1/q = 1, èçîìåòðè÷íû äëÿ
êàæäîãî 1 ≤ p < ∞ (èëè êîðî÷å: l∗p = lq). Èçîìåòðèÿ ïðè ýòîì çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì (5.38).

Çàìå÷àíèå 5.5. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.12 ñïðàâåäëèâî òàêæå â ñëó÷àå
p = ∞ (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî). ×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî, òî ýòî íå òàê. Òî÷íåå,
ñóùåñòâóåò φ ∈ l∗∞, äëÿ êîòîðîãî íè ïðè êàêîì a = (ak) ∈ l1 íå âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå (5.38) èëè, òî æå ñàìîå, l1
̸=
⊂ l∗∞. Ýòî áóäåò äîêàçàíî íàìè íåñêîëüêî

ïîçäíåå.
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5.12 Îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî

ê ïðîñòðàíñòâó Lp(X,Σ, µ)(1 6 p <∞).

Íàïîìíèì, ÷òî ËÍÏ Lp = Lp(X,Σ, µ) ñîñòîèò èçî âñåõ òàêèõ Σ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé
f : X → R, ÷òî

∥f∥p =
(∫

X

|f(x)|p dµ
)1/p

<∞.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå p ̸= 2, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, è ïîýòîìó òåîðåìà
Ðèññà îá îïèñàíèè îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ ê íåìó íå ïðèìåíèìà.

Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞ è 1/p + 1/q = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
a = a(x) ∈ Lq îïðåäåë¼í ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë

φ(f) :=

∫
X

f(x) · a(x) dµ (f ∈ Lp). (5.44)

Ïðè ýòîì
∥φ∥L∗

p
= ∥a∥q. (5.45)

Íàîáîðîò, äëÿ êàæäîãî ôóíêöèîíàëà φ ∈ L∗
p ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a = a(x) ∈

Lq, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.44).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïÿòü îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà 1 < p <∞ (è
çíà÷èò, 1 < q < ∞). Ïóñòü ñíà÷àëà a ∈ Lq. Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî
Ã¼ëüäåðà èç òåîðåìû 2.9, ïîëó÷èì:

|φ(f)| =
∣∣∣ ∫
X

f(x) · a(x) dµ
∣∣∣ 6 ∥a∥q · ∥f∥p,

îòêóäà φ ∈ L∗
p è ∥φ∥L∗

p
6 ∥a∥q. Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî:

∥φ∥L∗
p
> ∥a∥q. (5.46)

Ïóñòü f(x) := sign(a(x)) · |a(x)|q−1 (ñ÷èòàåì: sign(0) = 0). Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ∥f∥p = ∥a∥q/pq è φ(f) = ∥a∥qq (?). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ñîîòíîøåíèé â
íåðàâåíñòâî

|φ(f)| 6 ∥φ∥L∗
p
· ∥f∥p

ïîëó÷èì:
∥a∥qq 6 ∥φ∥L∗

p
· ∥a∥q/pq ,

îòêóäà ñëåäóåò (5.46), à çíà÷èò, è (5.45). Òàê êàê ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà φ
î÷åâèäíà, òî ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû
ñì. â [6, ãë. 4, � 3].

Ñëåäñòâèå 5.7. Åñëè 1 6 p <∞, òî L∗
p = Lq, ãäå 1/p+ 1/q = 1.

Ñëåäñòâèå 5.8 (Òî÷íîñòü íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà). Äëÿ ëþáîãî g ∈ Lq (1 < q <∞)
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∥g∥q = sup
∥f∥p61

∣∣∣ ∫
X

f(x) · g(x) dµ
∣∣∣,

ãäå 1/p+ 1/q = 1.

103



Ãëàâà 6

Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû.

Ïðîåêòîðû è êîìïàêòíûå

îïåðàòîðû

6.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñîïðÿæ¼ííîãî

îïåðàòîðà.

Ïóñòü X è Y � ËÍÏ, A : X → Y � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Äëÿ
ëþáîãî g ∈ Y ∗ îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå X ôóíêöèîíàë f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) := g(Ax) (x ∈ X). (6.1)

Òàê êàê A è g ëèíåéíû, òî

f(x1 + x2) = g(A(x1 + x2)) = g(Ax1 + Ax2) = g(Ax1) + g(Ax2) = f(x1) + f(x2)

è
f(λx) = g(A(λx)) = g(λA(x)) = λg(Ax) = λf(x).

Êðîìå òîãî, ââèäó îäíîãî èç îïðåäåëåíèé íîðìû îïåðàòîðà

|f(x)| = |g(Ax)| ≤ ∥g∥Y ∗ · ∥Ax∥Y ≤ ∥g∥Y ∗ · ∥A∥X→Y · ∥x∥,

îòêóäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëà f, à òàêæå îöåíêà

∥f∥X∗ 6 ∥A∥ · ∥g∥Y ∗ . (6.2)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ôóíêöèîíàëó g ∈ Y ∗ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë
f ∈ X∗, çàäàííûé ôîðìóëîé (6.1). Èíà÷å ãîâîðÿ, îïðåäåëåí îïåðàòîð A∗ : Y ∗ →
X∗ :

A∗g(x) = g(Ax) (g ∈ Y ∗). (6.3)

Îïåðàòîð A∗ íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó A.
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Òåîðåìà 6.1. Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ : Y ∗ → X∗, îïðåäåë¼ííûé ñîîòíîøåíèåì
(6.3), ëèíååí, îãðàíè÷åí è, êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∥A∥ = ∥A∗∥. (6.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ââèäó îïðåäåëåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ g1, g2 ∈ Y ∗ è
x ∈ X

A∗(g1 + g2)(x) = (g1 + g2)(Ax) = g1(Ax) + g2(Ax)

= A∗g1(x) + A∗g2(x) = (A∗g1 + A∗g2)(x),

òî A∗(g1 + g2) = A∗g1 +A∗g2. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ Y ∗ è λ ∈ K A∗(λg) = λA∗g. Òåì ñàìûì A∗ ëèíååí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî (6.4). Ïðåæäå
âñåãî, èç (6.3) â (6.2) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

∥A∗g∥X∗ 6 ∥A∥ · ∥g∥Y ∗ ,

ò.å. ∥A∗∥ 6 ∥A∥.
Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà x ∈ X òàêîé, ÷òî Ax ̸=

0⃗. Òîãäà, åñëè y = Ax
∥Ax∥ , òî ∥y∥Y = 1.Ïî îäíîìó èç ñëåäñòâèé òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà

(ñì. òåîðåìó 7.3, êîòîðàÿ áóäåò äîêàçàíà ïîçäíåå) ñóùåñòâóåò òàêîé g ∈ Y ∗ ÷òî
∥g∥Y ∗ = 1 è g(y) = ∥y∥ = 1. Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå y, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
ïîëó÷àåì

g

(
Ax

∥Ax∥

)
= 1,

îòêóäà g(Ax) = ∥Ax∥. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó (6.3)

∥Ax∥ = g(Ax) = A∗g(x) ≤ ∥A∗g∥X∗ · ∥x∥X 6 ∥A∗∥ · ∥g∥Y ∗ · ∥x∥X .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå, åñëè Ax = 0⃗. Ïîýòîìó ïî
îïðåäåëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà

∥A∥ 6 ∥A∗∥ · ∥g∥Y ∗ = ∥A∗∥,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

6.2 Ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð â ÃÏ.

Ïóñòü H � ÃÏ íàä ïîëåì C, A : H → H � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, A∗ :
H∗ → H∗ � ñîïðÿæåííûé ê íåìó. Ïî òåîðåìå 5.11 ïðîñòðàíñòâî H∗ èçîìåòðè÷íî
ñàìîìó ÃÏ H. Òî÷íåå, îòîáðàæåíèå φ : H → H∗, îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì
φ(a)(x) = (x, a) (x ∈ H), èçîìåòðè÷íî ïåðåâîäèò H â H∗. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

H
φ−→ H∗ A∗

−→ H∗ φ−1

−−→ H,

ââèäó êîòîðîé åñòåñòâåííî ââåñòè îïåðàòîð

Ã∗ : H → H , Ã∗ := φ−1A∗φ. (6.5)

Îïåðàòîð Ã∗ íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâî-ñîïðÿæ¼ííûì ê îïåðàòîðóA. Åãî ïðåèìóùåñòâî
ïî ñðàâíåíèÿ ñ îáû÷íûì ñîïðÿæåííûì ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí äåéñòâóåò â ñàìîì
ÃÏ H.
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Çàäà÷à 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X, Y, Z � ËÍÏ, A : X → Y, B : Y → Z �
ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð BA(x) := B(Ax)
òàêæå ëèíååí è îãðàíè÷åí è, êðîìå òîãî, ∥BA∥ 6 ∥B∥ · ∥A∥.
Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü φ : X → Y � ëèíåéíàÿ èçîìåòðèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå φ−1 : Y → X òàêæå èçîìåòðè÷íî è ∥φ∥ = ∥φ−1∥ = 1.

Òåîðåìà 6.2. Ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Ã∗, îïðåäåë¼ííûé ôîðìóëîé (6.5),
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì è

∥Ã∗∥ = ∥A∥. (6.6)

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ H èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(Ax, y) = (x, Ã∗y). (6.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà Ã∗ � ñëåäñòâèå óïðàæíåíèÿ 6.1. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî (6.6). Ââèäó óïðàæíåíèé
6.1 è 6.2, à òàêæå òåîðåìû 6.1

∥Ã∗∥ = ∥φ−1A∗φ∥ 6 ∥φ−1∥ · ∥A∗∥ · ∥φ∥ = ∥A∗∥ = ∥A∥,

îòêóäà ∥Ã∗∥ 6 ∥A∥. ×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, âûðàçèì èç
(6.5) A∗ ÷åðåç Ã∗, óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà φ è ñïðàâà íà φ−1 :

A∗ = φÃ∗φ−1.

Òîãäà òî÷íî òàê æå, êàê ðàíåå,

∥A∥ = ∥A∗∥ 6 ∥φ∥ · ∥Ã∗∥ · ∥φ−1∥ = ∥Ã∗∥,

è çíà÷èò, ∥A∥ 6 ∥Ã∗∥. Â èòîãå ðàâåíñòâî (6.6) ïîëó÷åíî. Îñòàëîñü äîêàçàòü (6.7).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x, y ∈ H è, çàôèêñèðîâàâ y, ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

ψ(x) := (Ax, y) (x ∈ H).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ψ ∈ H∗(?). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ÃÏ ñóùåñòâóåò a ∈ H, äëÿ êîòîðîãî

ψ(x) = (Ax, y) = φ(a)(x) = (x, a) (x ∈ H). (6.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ èçîìåòðèè φ

(Ax, y) = φ(y)(Ax) (x ∈ H).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ è îïðåäåëåíèÿA∗ ñëåäóåò, ÷òîA∗φ(y) = φ(a).Óìíîæàÿ
ñëåâà ýòî ðàâåíñòâî íà φ−1, ïîëó÷àåì: a = φ−1A∗φ(y) = Ã∗y. Åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü
íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ a â (6.8), ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (6.7).

Çàäà÷à 6.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A : H → H è B : H → H � äâà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðà â ÃÏ H, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ x, y ∈ H âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî (Ax, y) = (x,By). Äîêàçàòü, ÷òî B = Ã∗.
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6.3 Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû è èõ ñâîéñòâà.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå H � ÃÏ íàä ïîëåì C.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H íàçûâàåòñÿ
ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè Ã∗ = A. Ââèäó òåîðåìû 6.2 è óïðàæíåíèÿ 6.2 ýòî ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî (Ax, y) = (x,Ay) äëÿ âñåõ x, y ∈ H.

Çàäà÷à 6.4. Ïóñòü A,B � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â îäíîì
è òîì æå ÃÏ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β ∈ R îïåðàòîð αA + βB òàêæå
ñàìîñîïðÿæåí.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ìíîãèå ñâîéñòâà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ
åãî êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé (Ax, x) (x ∈ H).

Ëåììà 6.1. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H (Ax, x) ∈
R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè è ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(Ax, x) = (x,Ax) = (Ax, x),

÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà (Ax, x) ∈ R.

Òåîðåìà 6.3. Åñëè A : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð, òî åãî íîðìà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå:

∥A∥ = sup
∥x∥=1

|(Ax, x)|. (6.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì CA := sup∥x∥=1 |(Ax, x)| è äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ H

|(Ax, x)| 6 CA∥x∥2. (6.10)

Ïóñòü x ∈ H � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð. Êàê îáû÷íî, ïðîíîðìèðóåì
åãî, ò.å. ïîëîæèì: x = x

∥x∥ . Òîãäà ∥x∥ = 1, è ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ CA ∥(Ax, x)∥ 6
CA ïî îïðåäåëåíèþ CA. Òåì ñàìûì ââèäó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà è ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ

(Ax, x)

∥x∥2
6 CA,

îòêóäà ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ∥x∥2, ïîëó÷àåì (6.10). Òàê êàê â ñëó÷àå x = 0⃗ ýòî
íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, òî (6.10) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ H.

Äàëåå, ïóñòü x, y ∈ H. Ïîëüçóÿñü ëèíåéíîñòüþ è ñàìîñîïðÿæåííîñòüþ A,
ïðåîáðàçóåì:

(A(x+ y), (x+ y)) = (Ax, x) + (Ay, y) + (Ax, y) + (Ay, x)

= (Ax, x) + (Ay, y) + 2ℜ(Ax, y).

Àíàëîãè÷íî

(A(x− y), (x− y)) = (Ax, x) + (Ay, y)− 2ℜ(Ax, y).
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Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì:

4ℜ(Ax, y) = (A(x+ y), x+ y)− (A(x− y), x− y),

îòêóäà ââèäó (6.10)

4ℜ(Ax, y) 6 ∥(A(x+ y), x+ y)∥+ ∥(A(x− y), x− y)∥ 6
6 CA(∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2) = 2CA(∥x∥2 + ∥y∥2).

Åñëè òåïåðü ∥x∥ 6 1 è ∥y∥ 6 1, òî îòñþäà

|ℜ(Ax, y)| 6 CA. (6.11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∥x∥ 6 1 è Ax ̸= 0⃗. Òîãäà, åñëè y := Ax
∥Ax∥ , òî ∥y∥ = 1, è

ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ â (6.11), ïîëó÷àåì:∣∣∣ℜ(Ax, Ax

∥Ax∥

)∣∣∣ 6 CA

èëè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ∥Ax∥ è ñîêðàùåíèé

∥Ax∥ 6 CA.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà Ax = 0⃗.
Ïåðåõîäÿ ê òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñëåâà ïî âñåì x ∈ X, òàêèì, ÷òî ∥x∥ ≤ 1, è
ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå íîðìû îïåðàòîðà, ïîëó÷àåì: ∥A∥ ≤ CA.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà âîçüìåì òàêîé, x ∈ X, ÷òî
∥x∥ = 1. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

∥(Ax, x)∥ 6 ∥Ax∥ · ∥x∥ 6 ∥A∥,

îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ CA ïîëó÷àåì, ÷òî CA ≤ ∥A∥. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 6.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Åñëè (Ax, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ H, òî A = Θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (6.9) ∥A∥ = 0, îòêóäà A = Θ.

Çàäà÷à 6.5. Ïîêàçàòü, ÷òî â âåùåñòâåííîì ÃÏ óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåãî ñëåäñòâèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

6.4 Ïðîåêòîðû, îðòîïðîåêòîðû è èõ ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïóñòü X � ËÍÏ. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð P : X →
X íàçûâàåòñÿ ïðîåêòîðîì, åñëè P 2 = P.

Ïóñòü H � ïîëíîå ÃÏ, M ⊂ H � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïî òåîðåìå
4.23

H =M ⊕M⊥,

ãäå M⊥ = {y ∈ H : (y, x) = 0, ∀ x ∈ M}. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

x = u+ v, u ∈M, v ∈M⊥. (6.12)

Îïðåäåëèì îïåðàòîð PM : H → H ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x ∈ H, òî PMx := u.
Îïåðàòîð PM íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ (îðòîïðîåêòîðîì)
ÃÏ H íà ïîäïðîñòðàíñòâî M.
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Òåîðåìà 6.4. Îïåðàòîð PM : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
ïðîåêòîð, òàêîé, ÷òî ∥PMx∥ 6 ∥x∥ (x ∈ H). Êðîìå òîãî, ∥PM∥ = 1, åñëè
M ̸= {⃗0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì: P := PM . Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà
ëèíåéíîñòè. Ââèäó (6.12) ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈ H ïðåäñòàâèìû â âèäå:

xi = ui + vi, ui ∈M, vi ∈M⊥ (i = 1, 2),

îòêóäà
x1 + x2 = (u1 + u2) + (v1 + v2), u1 + u2 ∈M, v1 + v2 ∈M⊥.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ P (x1 + x2) = u1 + u2 = Px1 + Px2. Ðàâåíñòâî
P (αx) = αPx (x ∈ H, α ∈ C) ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïîêàæåì, ÷òî
∥Px∥ ≤ ∥x∥ (x ∈ H). (6.13)

Åñëè x ïðåäñòàâèì â âèäå (6.12), òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ∥Px∥ = ∥u∥. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

∥x∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 > ∥u∥2,

îòêóäà ∥x∥ > ∥u∥. Òåì ñàìûì íåðàâåíñòâî (6.13) äîêàçàíî. Òàêèì îáðàçîì, èç
îïðåäåëåíèÿ íîðìû îïåðàòîðà ñëåäóåò, ÷òî ∥P∥ 6 1. Êðîìå òîãî, åñëè M ̸= {⃗0},
òî ñóùåñòâóåò òàêîé x0 ∈ M, ÷òî ∥x0∥ = 1(?), è ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (6.12) áóäåò
èìåòü âèä: x0 = x0 + 0⃗. Îòñþäà Px0 = x0, è çíà÷èò, ∥Px0∥ = ∥x0∥ = 1. Â èòîãå
∥P∥ > ∥Px0∥ = 1. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷àåì:
∥P∥ = 1.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî P � ïðîåêòîð, ò.å. P 2 = P. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H Px ∈ M.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ P 2x = P (Px) = Px.

×òîáû äîêàçàòü ñàìîñîïðÿæåííîñòü P , âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x ∈ H, y ∈ H
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ x âûïîëíåíî (6.12), à y = u1 + v1, ãäå u1 ∈ M, v1 ∈ M⊥.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ

(Px, y) = (u, u1 + v1) = (u, u1) + (u, v1)

= (u, u1) + (v, u1) = (u+ v, u1) = (x, Py),

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü Q : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé ïðîåêòîð â ÃÏ H. Òîãäà Q
ÿâëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì íà íåêîòîðîå çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì:M := {x ∈ H : Qx = x}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîM
� çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî H(?). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 4.23

H =M ⊕M⊥. (6.14)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Q = PM , (6.15)
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ãäå PM � îðòîïðîåêòîð íàM. Ëþáîé x ∈ H ïðåäñòàâèì â âèäå: x = Qx+(x−Qx).
Ïðåæäå âñåãî, òàê êàê Q � ïðîåêòîð, òî Q(Qx) = Q2x = Qx, îòêóäà Qx ∈ M.
Êðîìå òîãî, ââèäó ñàìîñîïðÿæåííîñòè Q äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈M

(x−Qx, y) = (x, y)− (Qx, y) = (x, y)− (x,Qy) = (x, y)− (x, y) = 0,

è çíà÷èò, x − Qx ∈ M⊥. Òåì ñàìûì ïî îïðåäåëåíèþ îðòîïðîåêòîðà PMx = Qx.
Òàê êàê x ∈ H ïðîèçâîëåí, òî ðàâåíñòâî (6.15) äîêàçàíî.

6.5 Êîìïàêòíûå, ïðåäêîìïàêòíûå è îãðàíè÷åííûå

ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Êîìïàêòíîñòü � ñâîéñòâî, ñáëèæàþùåå áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ êîíå÷íîìåðíûìè.
Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêè êîìïàêòíûå "ó÷àñòêè" áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ óñòðîåíû ïðèìåðíî òàê æå, êàê â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Â òî æå
âðåìÿ, ïîíÿòèå êîìïàêòíîñòè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî è äëÿ îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ
(è äàæå òîïîëîãè÷åñêèõ) ïðîñòðàíñòâ.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ.

Îïðåäåëåíèå 6.3. ÌíîæåñòâîE ⊂M íàçûâàåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì (êîìïàêòíûì),
åñëè èç ëþáîé åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç E).

Òàê êàê ïî òåîðåìå 2.13 ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà,
òî ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 6.6. ÅñëèM � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî E ⊂M êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïðåäêîìïàêòíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñíà÷àëà E êîìïàêòíî. Òàê êàê îíî ïðåäêîìïàêòíî, òî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî çàìêíóòîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {xn} ⊂ E è xn → x ∈M.
Ââèäó êîìïàêòíîñòè E ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ⊂ {xn},
÷òî xnk

→ y ∈ E. Òàê êàê îäíîâðåìåííî xnk
→ x, òî x = y ∈ E. Çàìêíóòîñòü E

äîêàçàíà.
Ïóñòü, íàîáîðîò,E ïðåäêîìïàêíî è çàìêíóòî. Òîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} ⊂ E ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ⊂

{xn}, êîòîðàÿ ââèäó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâàM èìååò òàì ïðåäåë, ò.å. xnk
→ x ∈M.

Òàê êàê E çàìêíóòî, òî x ∈ E, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6.4. ÌíîæåñòâîE ⊂M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ
âíóòðè íåêîòîðîãî øàðà, ò.å. ñóùåñòâóþò x0 ∈M è r > 0, òàêèå, ÷òî E ⊂ Sr(x0).

Òåîðåìà 6.7. Åñëè ìíîæåñòâî E ⊂M ïðåäêîìïàêòíî, òî îíî îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå íå âåðíî: E � ïðåäêîìïàêòíî,
íî íå îãðàíè÷åíî. Â ÷àñòíîñòè, òîãäà E ̸⊂ S1(x0), ãäå x0 ∈ M ïðîèçâîëüíà. Òåì
ñàìûì ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x1 ∈ E, ÷òî x1 ̸∈ S1(x0), ò.å. ρ(x1, x0) ≥ 1. Äàëåå
îïÿòü ââèäó íåîãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà E ñóùåñòâóåò x2 ∈ E, òàêàÿ, ÷òî x2 ̸∈
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S1+ρ(x1,x0)(x0), îòêóäà ρ(x2, x0) ≥ 1 + ρ(x1, x0). Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ E, äëÿ êîòîðîé

ρ(xn, x0) ≥ 1 + ρ(xn−1, x0) (n = 1.2. . . . ).

Òîãäà äëÿ ëþáûõ m > n

ρ(xm, x0) ≥ 1 + ρ(xm−1, x0) ≥ 2 + ρ(xm−2, x0) ≥ · · · ≥ (m− n) + ρ(xn, x0),

îòêóäà
ρ(xm, x0)− ρ(xn, x0) > m− n > 1.

Òåì ñàìûì ââèäó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

ρ(xm, xn) ≥ |ρ(xm, x0)− ρ(xn, x0)| ≥ 1 (m > n).

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íåëüçÿ âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíîé
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâàE. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6.1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ðàññìîòðèì ËÍÏ
l2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíäàðòíûõ îðòîâ en = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

n

, 0, . . . ) (n = 1, 2, . . . )

â íåì. Òàê êàê ∥en∥2 = 1 (n ∈ N), òî ìíîæåñòâî E = {en}∞n=1 îãðàíè÷åíî. Â òî æå
âðåìÿ, ∥en − em∥2 =

√
2 (n ̸= m), è ïîýòîìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {en} íåëüçÿ

âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
E íå ïðåäêîìïàêòíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîå, íåæåëè îãðàíè÷åííîñòü, ñâîéñòâî
ìíîæåñòâà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óæå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïðåäêîìïàêòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïóñòü ε > 0.Ìíîæåñòâî F ⊂M íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà
E ⊂M , åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò y ∈ F, äëÿ êîòîðîãî ρ(x, y) 6 ε.

Ïðèìåð 6.1. 1) Èíòåðâàë (a, b) ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ îòðåçêà [a, b] äëÿ ëþáîãî ε > 0.
2) Ïóñòü n ∈ N. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè âèäà: xi := a +

(b−a)i/n (i = 0, 1, 2, . . . , n). Ìíîæåñòâî {xi}ni=1 � ε-ñåòü îòðåçêà [a, b] äëÿ ε = b−a
2n
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëåçíûì êðèòåðèåì ñâîéñòâ êîìïàêòíîñòè
è ïðåäêîìïàêòíîñòè.

Òåîðåìà 6.8. [Õàóñäîðô]

1. Ïîäìíîæåñòâî E ⊂ M ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà E.

2. ÏóñòüM � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî E ⊂M êîìïàêòíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû, òàê êàê âòîðîå
áóäåò òîãäà íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì åãî è òåîðåìû 6.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâîE ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM ïðåäêîìïàêòíî,
íî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîé ε-ñåòè. Òîãäà, íà÷èíàÿ
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ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x1 ∈ E, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìîæíî íàéòè òî÷êó xn ∈ E,
ðàññòîÿíèå êîòîðîé äî âñåõ ïðåäûäóùèõ x1, . . . , xn−1 áîëüøå ε. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðèõîäèì ê òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ⊂ E, ÷òî ρ(xn, xm) > ε äëÿ âñåõ
n ̸= m. ßñíî, ÷òî îíà íå ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäêîìïàêòíîñòè E.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
εn → 0, εn > 0. Ïóñòü {xn}∞n=1 ⊂ E ïðîèçâîëüíà. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ε1-ñåòü, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç U(ε1). Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ ε-ñåòè ìíîæåñòâî
E ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè øàðîâ Sε1(z), z ∈ U(ε1), ÷èñëî êîòîðûõ êîíå÷íî,
òî êàêîé-òî èç íèõ, ñêàæåì, S1 ñîäåðæèò "õâîñò" (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.Äàëåå, ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ ε2-ñåòü U(ε2). Ïî àíàëîãè÷íîé
ïðè÷èíå ñðåäè øàðîâ Sε2(z), z ∈ U(ε2), íàéäåòñÿ øàð S2, ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íî
ìíîãî ýëåìåíòîâ {xn}, èç òåõ, ÷òî ñîäåðæàòñÿ â S1. Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà
ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Bk := S1 ∩
S2 ∩ · · · ∩ Sk (k = 1, 2, . . . ), äèàìåòðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ è êàæäîå èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Âûáðàâ
ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî Bk, ïîëó÷èì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ⊂
{xn}, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ôóíäàìåíòàëüíà.

6.6 Ïðåäêîìïàêòíûå è êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â

êîíå÷íîìåðíîì ËÍÏ.

Íàïîìíèì, ÷òî Rn
∞ � ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìîé ∥x∥∞ = maxk=1,...,n |xk| (x =

(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðåäêîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà
åñòü íå ÷òî èíîå êàê îãðàíè÷åííîñòü.

Òåîðåìà 6.9. Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn
∞ ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî òåîðåìå 6.7 ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî
â ëþáîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òîE îãðàíè÷åíî. Ïîêàæåì, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xm}∞m=1 ⊂ E, xm = (xmk )

n
k=1, ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó îïðåäåëåíèÿ íîðìû ∥·∥∞, à òàêæå îãðàíè÷åííîñòèE ñóùåñòâóåò
òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ N è k = 1, . . . , n

|xmk | 6 ∥xm∥∞ 6 C. (6.16)

Êðîìå òîãî, íàïîìíèì ïðèíöèï Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà, ñîãëàñíî êîòîðîìó èç
ëþáîé îãðàíè÷åííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê ââèäó (6.16) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðâûõ êîìïîíåíò {xm1 } îãðàíè÷åíà, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x

mk
1 } ⊂

{xm1 }, ÷òî x
mk
1 → x1. Òî÷íî òàê æå ñîîòíîøåíèå (6.16) ïîêàçûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk
2 }∞k=1 è òåì ñàìûì îïÿòü ââèäó ïðèíöèïà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà

ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmki
2 } ⊂ {xmk

2 }, xmki
2 → x2. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

ýòîì, êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-ïðåæíåìó
x
mki
1 → x1. Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ïðîöåññ ïðîðåæèâàíèÿ, ïîëó÷èì òàêóþ
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ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ⊂ {xm}, ÷òî xmk → xk äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k = 1, . . . , n.
Ïî òåîðåìå 2.2 ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâåRn

∞ ýêâèâàëåíòíà ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∥xm−x∥∞ → 0. Â ÷àñòíîñòè, âûäåëåííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xm} ôóíäàìåíòàëüíà, è çíà÷èò, ïðåäêîìïàêòíîñòü E äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.2. Ìíîæåñòâî E ⊂ Rn
∞ êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ËÍÏ Rn
∞ ïîëíî, òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ

òåîðåìó è òåîðåìó 6.6 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Çàäà÷à 6.6. Äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6.9 è ñëåäñòâèÿ 6.2 ñïðàâåäëèâû
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ËÍÏ.

Óêàçàíèå: Èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ëþáîå n-ìåðíîå ËÍÏ èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
Rn

∞ (ñì. òåîðåìó 2.12).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ËÍÏ, äîêàçàííîå
â òåîðåìå 6.9, ÿâëÿåòñÿ èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 6.10. ËÍÏ X êîíå÷íîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå îãðàíè÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî X ïðåäêîìïàêòíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñàìî ïî ñåáå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6.2 (î "ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå"). Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ, à Y
� åãî çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, Y ̸= X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, ∥x∥ = 1, òàêîé, ÷òî åãî ðàññòîÿíèå äî Y ρ(x, Y )
áîëüøå, ÷åì 1− ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîýüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x1 ∈ X\Y. Òàê êàê Y çàìêíóòî
â X, òî

d := ρ(x1, Y ) = inf
y∈Y

∥x1 − y∥ > 0.

Ïîýòîìó äëÿ çàäàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò y1 ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî:

d ≤ ∥x1 − y1∥ ≤ d(1 + ε). (6.17)

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò x := x1−y1
∥x1−y1∥ óäîâëåòâîðÿåò íóæíûì óñëîâèÿì. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ ëþáîãî y ∈ Y èìååì:

∥x− y∥ =
∥∥∥x1 − y1 − ∥x1 − y1∥y

∥x1 − y1∥

∥∥∥ =
∥x1 − y1 − ∥x1 − y1∥y∥

∥x1 − y1∥
.

Òàê êàê y1 + ∥x1 − y1∥y ∈ Y, òî ∥x1 − y1 − ∥x1 − y1∥y∥ ≥ d, è çíà÷èò, ââèäó (6.17),
ìû ïîëó÷àåì

∥x− y∥ ≥ d

d(1 + ε)
> 1− ε.

Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ∥x∥ = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.10. Åñëè X êîíå÷íîìåðíî, òî ïî òåîðåìå 6.9 (ñì.
òàêæå çàäà÷ó 6.6) âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî X ïðåäêîìïàêòíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì
áåñêîíå÷íîìåðíîì ËÍÏ ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå, íî íå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
Èòàê, ïóñòü dim X = ∞. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé x1 ∈ X, ∥x1∥ = 1. Åñëè Y1 =
λ({x1}) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, èì ïîðîæäåííàÿ, òî Y1 îäíîìåðíî è çàìêíóòî,
X ̸= Y1 è ïî ëåììå 6.2 ñóùåñòâóåò x2 ∈ X, ∥x2∥ = 1, òàêîé, ÷òî ∥x2 − x1∥ ≥ 1/2.
Ïîäïðîñòðàíñòâî Y2 = λ({x1, x2}) çàìêíóòî, dim Y2 ≤ 2, è îïÿòü ïî òîé æå ëåììå
íàéäåòñÿ x3 ∈ X, ∥x3∥ = 1, äëÿ êîòîðîãî ∥x3 − x1∥ ≥ 1/2 è ∥x3 − x2∥ ≥ 1/2.
Äåéñòâóÿ è äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}∞k=1 ⊂ X, ∥xk∥ = 1 (k = 1, 2, . . . ), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i ̸= j ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî: ∥xi − xj∥ ≥ 1/2. Òàê êàê èç íåå íåëüçÿ âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ìíîæåñòâîE := {xk}∞k=1 îãðàíè÷åíî, íî íå ïðåäêîìïàêòíî
â X.

Ñëåäñòâèå 6.3. Çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð S̄1(⃗0) â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
ËÍÏ íå ïðåäêîìïàêòåí.

Çàäà÷à 6.7. Ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ËÍÏ, à òàêæå ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ëåììà 6.2 ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ ε = 0 (ïðåâðàùàÿñü òåì ñàìûì èç
ëåììû î "ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðå"â ëåììó î "ïåðïåíäèêóëÿðå").

Çàäà÷à 6.8. Ïðèâåñòè ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî â ñëó÷àå ËÍÏ óòâåðæäåíèå
ëåììû 6.2 ïðè ε = 0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

6.7 Òåîðåìà Àðöåëà î êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

C[a, b].

Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò î êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ â ËÍÏ C[a, b], ñîñòîÿùåì èç íåïðåðûâíûõ
âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé x = x(t), îïðåäåëåííûõ íà [a, b], ñ íîðìîé ∥x∥ :=
maxt∈[a,b] |x(t)|.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ìíîæåñòâî E ⊂ C[a, b] íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x(t) ∈ E è t ∈ [a, b] âûïîëíåíî:
|x(t)| 6 C.

Çàäà÷à 6.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ C[a, b] ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà E îãðàíè÷åíî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Îïðåäåëåíèå 6.7. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî E ⊂ C[a, b] ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíî, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
x(t) ∈ E è ëþáûõ t1, t2 ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |t1− t2| < δ, âûïîëíåíî:
|x(t1)− x(t2)| < ε.

Çàäà÷à 6.10. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â C[a, b] ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíî.

Òåîðåìà 6.11. [Àðöåëà] Ìíîæåñòâî E ⊂ C[a, b] ïðåäêîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òîE ïðåäêîìïàêòíî â C[a, b]. Ïî òåîðåìå
6.7 E îãðàíè÷åíî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, è çíà÷èò, ââèäó óòâåðæäåíèÿ óïðàæíåíèÿ
6.9 îíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. Äîêàæåì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà
E.

Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Ïî òåîðåìå 6.8 ìîæíî íàéòè êîíå÷íóþ ε/3-ñåòü
ìíîæåñòâà E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, . . . , xn ôóíêöèè, åå ñîñòàâëÿþùèå. Òàê êàê
äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n ôóíêöèÿ xi íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî ïî òåîðåìå
Êàíòîðà [3, ãë. 5, � 1] îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå
δi > 0, ÷òî

|xi(t1)− xi(t2)| <
ε

3
, êàê òîëüêî |t1 − t2| < δi. (6.18)

Âîçüìåì δ := mini=1,...,n δi > 0. Òîãäà, åñëè |t1 − t2| < δ, òî íåðàâåíñòâî (6.18)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ i = 1, ..., n.

Åñëè òåïåðü x ∈ E, òî ïî îïðåäåëåíèþ ε-ñåòè äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . , n
èìååì: ∥x−xi∥ 6 ε/3.Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (6.18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
òî÷åê t1, t2 ∈ [a, b], òàêèõ, ÷òî |t1 − t2| < δ, âûïîëíåíî:

|x(t1)− x(t2)| 6 |x(t1)− xi(t1)|+ |xi(t1)− xi(t2)|+ |xi(t2)− x(t2)| 6
6 ∥x− xi∥+ ε/3 + ∥x− xi∥ 6 ε

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ââèäó êðèòåðèÿ Õàóñäîðôà (òåîðåìà 6.8) ïðåäêîìïàêòíîñòü
E áóäåò äîêàçàíà, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ε-ñåòü ýòîãî
ìíîæåñòâà.

Èòàê, ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî. Òàê êàê E ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E è ëþáûõ t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| < δ,
âûïîëíåíî:

|x(t1)− x(t2)| <
ε

5
. (6.19)

Êðîìå òîãî, ââèäó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè äëÿ íåêîòîðîãî K > 0 è âñåõ
x ∈ E è t ∈ [a, b] èìååì: |x(t)| 6 K. Òåì ñàìûì ãðàôèêè âñåõ ôóíêöèé èç E
ïîïàäàþò â ïðÿìîóãîëüíèê [a, b]× [−K,K].

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ a = t0 < t1 < · · · < tn = b îòðåçêà [a, b] è −K = s0 <
s1 < · · · < sm = K îòðåçêà [−K,K], òàêèå, ÷òî ti − ti−1 < δ (i = 1, . . . , n) è
si− si−1 <

ε
5
(i = 1, . . . ,m). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ

ôóíêöèé ñ òî÷êàìè èçëîìà (ti, sj) (i = 0, 1, . . . , n; j = 0, 1, . . . ,m). ßñíî, ÷òî Φ
êîíå÷íî. Ïîêàæåì, ÷òî Φ � ε-ñåòü ìíîæåñòâà E.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ââèäó (6.19), à òàêæå âûáîðà δ è ðàçáèåíèÿ îòðåçêà
[a, b] äëÿ âñåõ x ∈ E è i = 1, . . . , n

|x(ti)− x(ti−1)| <
ε

5
. (6.20)

Ëåãêî âèäåòü (ñì. ðèñ.), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè x ∈ E ìîæíî âûáðàòü
φ ∈ Φ òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|φ(ti)− x(ti)| <
ε

5
. (6.21)
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t

y

t0 = a t1 t2 t3 t4 t5 = b

−k = s0

s1

s2

s3

s4

k = s5

y = ϕ(t)
y = x(t)

Ââèäó íåðàâåíñòâ (6.20) è (6.21) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n

|φ(ti)− φ(ti−1)| 6 |φ(ti)− x(ti)|+ |x(ti)− x(ti−1)|+ |x(ti−1)− φ(ti))| <
3ε

5
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ φ ëèíåéíà íà îòðåçêå [ti−1, ti], òî îíà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå
è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà. Ïîýòîìó èç ïðåäûäóùåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

|φ(t)− φ(ti)| <
3ε

5
, åñëè t ∈ [ti−1, ti]. (6.22)

Åñëè t ∈ [a, b], òî t ∈ [ti−1, ti] äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, . . . , n. Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ
(6.19), (6.21) è (6.22), ïîëó÷èì:

|x(t)− φ(t)| 6 |x(t)− x(ti)|+ |x(ti)− φ(ti)|+ |φ(ti)− φ(t)| < ε.

Åñëè ñëåâà ïåðåéòè ê ìàêñèìóìó ïî t ∈ [a, b], òî îòñþäà ∥x − φ∥ < ε. Òàêèì
îáðàçîì, Φ, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâàE, è ïî ðàíåå óïîìèíàâøåìóñÿ
êðèòåðèþ Õàóñäîðôà ýòî ìíîæåñòâî ïðåäêîìïàêòíî.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ìíîæåñòâî E ⊂ C[a, b] êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî çàìêíóòî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ËÍÏ C[a, b] ïîëíî, òî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåé
òåîðåìû è òåîðåìû 6.6.

Çàäà÷à 6.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à
C(K)� ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : K → R. Ââåäåì íà
C(K) íîðìó ∥f∥ = maxx∈K |f(x)|. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì íà ýòîò ñëó÷àé îáîáùàþòñÿ
ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè è ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè (ñì. îïðåäåëåíèÿ
6.6 è 6.7). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îáîáùåííóþ òåîðåìó Àðöåëà äëÿ ïîäìíîæåñòâ
ËÍÏ C(K).

Çàäà÷à 6.12. Ïóñòü 1 6 p < ∞, E ⊂ lp. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî E êîìïàêòíî,
åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1. Ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ E ∥x∥p 6 C.

2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N, ÷òî äëÿ âñåõ x = (xk)
∞
k=1 ∈ E

∞∑
k=N

|xk|p < ε.

3. E çàìêíóòî.

6.8 Êîìïàêòíûå îïåðàòîðû.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì
(âïîëíå îãðàíè÷åííûì), åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà V ⊂ X åãî
îáðàç A(V ) � ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Y .

Òåîðåìà 6.12. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáðàç A(S1) åäèíè÷íîãî øàðà S1 ⊂ X ïðåäêîìïàêòåí â ËÍÏ Y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê åäèíè÷íûé øàð S1 � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â X, òî
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð A êîìïàêòåí,
åñëè òîëüêî ìíîæåñòâî A(S1) ïðåäêîìïàêòíî â Y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E îãðàíè÷åíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî E ⊂
SC (⃗0), ò.å.

∥x∥ ≤ C (x ∈ E). (6.23)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ⊂ A(E) ïðîèçâîëüíà. Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàçà yn =
Axn, ãäå xn ∈ E (n ∈ N). Òàê êàê ââèäó (6.23) ∥xn∥ ≤ C (n ∈ N), òî ∥xn/C∥ ≤ 1.
Îòñþäà

A
(xn
C

)
=

1

C
Axn ∈ A(S1).

Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ⊂ {xn}, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ 1
C
Axnk

}ôóíäàìåíòàëüíà. Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Axnk
} òàêæå ôóíäàìåíòàëüíà,

òàê êàê

∥Axnk
− Axnm∥ = C ·

∥∥∥ 1
C
Axnk

− 1

C
Axnm

∥∥∥ (k,m ∈ N).

Â èòîãå ìíîæåñòâî A(E) ïðåäêîìïàêòíî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.5. Ëþáîé êîìïàêòíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6.12 ìíîæåñòâî A(S1) ïðåäêîìïàêòíî, à ïîýòîìó
ïî òåîðåìå 6.7 îãðàíè÷åíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 ∥Ax∥ ≤ C
äëÿ âñåõ x ∈ S1. Ïîñëå âçÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x ∈ S1 ïîëó÷èì:
∥A∥ ≤ C <∞.

Çàäà÷à 6.13. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî îáðàç ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åí.
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Îïðåäåëåíèå 6.9. Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè
ñóùåñòâóþò n ∈ N, y1, . . . , yn ∈ Y è x∗1, . . . , x

∗
n ∈ X∗, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ax =
n∑

k=1

x∗k(x)yk. (6.24)

Òåîðåìà 6.13. Ëþáîé êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð ëèíååí è êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíîñòü âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (6.24) è ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëîâ
x∗k (k = 1, 2, . . . , n).

Äîêàæåì êîìïàêòíîñòü, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îïåðàòîðA çàäàí ðàâåíñòâîì (6.24).
Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Yn := {y ∈ Y : y =
n∑

k=1

ckyk, ck ∈ R}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Yn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Y , ïðè÷åì
dimYn ≤ n(?). Åñëè íà Yn ðàññìàòðèâàòü íîðìó èç Y , òî îíî ñàìî ñòàíîâèòñÿ
ËÍÏ. Ïðè ýòîì ââèäó ðàâåíñòâà (6.24) A : X → Yn. Äàëåå, îöåíèì:

∥Ax∥ 6
n∑

k=1

|x∗k(x)| · ∥yk∥ 6
n∑

k=1

∥x∗k∥ · ∥yk∥ · ∥x∥ = C∥x∥,

ãäå C :=
∑n

k=1 ∥x∗k∥ · ∥yk∥. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, è çíà÷èò,
A(S1) � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Yn. Òàê êàê Yn êîíå÷íîìåðíî, òî ïî òåîðåìå
6.9 A(S1) ïðåäêîìïàêòíî â Yn, à òåì ñàìûì è â Y. Â èòîãå ââèäó òåîðåìû 6.12
îïåðàòîð A êîìïàêòåí.

Âàæíûì ïðèìåðîì êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
Ôðåäãîëüìà, ðàññìàòðèâàâøèéñÿ â � 5.7. Íàïîìíèì åãî îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ
K(s, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòå [a, b] × [a, b]. Äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè x = x(t) ∈ C[a, b] ïîëîæèì:

Ax(s) :=

b∫
a

K(s, t)x(t) dt. (6.25)

Ïî òåîðåìå 5.7 A � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.

Òåîðåìà 6.14. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà A : C[a, b] → C[a, b], îïðåäåëåííûé
ñîîòíîøåíèåì (6.25), êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç A(S1) åäèíè÷íîãî øàðà S1 â
C[a, b] � ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ýòîãî ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëà 6.11
íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî A(S1) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
Ïåðâîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà,
òàê êàê äëÿ âñåõ x ∈ S1 è t ∈ [a, b]

|Ax(t)| 6 ∥Ax∥ 6 ∥A∥∥x∥ 6 ∥A∥.

Äàëåå, òàê êàê ôóíêöèÿK(s, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà êâàäðàòå,
òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, è çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ε >
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0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t1, t2, s1, s2 ∈ [a, b], òàêèõ, ÷òî
|t1 − t2| < δ è |s1 − s2| < δ, âûïîëíåíî:

|K(s1, t1)−K(s2, t2)| <
ε

(b− a)
.

Åñëè òåïåðü x ∈ S1 è |s1 − s2| < δ, òî

|Ax(s1)− Ax(s2)| =

∣∣∣∣ ∫ b

a

(K(s1, t)−K(s2, t))x(t) dt

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|K(s1, t)−K(s2, t)||x(t)| dt ≤ ε.

Èòàê, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
x(s) ∈ S1 èç íåðàâåíñòâà |s1− s2| < δ (s1, s2 ∈ [a, b]) ñëåäóåò: |Ax(s1)−Ax(s2)| < ε.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâîA(S1) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 6.15. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ËÍÏ. Òîãäà òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð
I : X → X, Ix = x, íå êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê I(S̄1(⃗0)) = S̄1(⃗0), òî äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå
6.3.

Ñëåäñòâèå 6.6. Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð I : lp → lp íå êîìïàêòåí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
1 ≤ p ≤ ∞.

6.9 Ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ

è åãî ñâîéñòâà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ËÍÏ X è Y îáîçíà÷èì ÷åðåç Lc = Lc(X,Y ) ìíîæåñòâî âñåé
êîìïàêòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y. ßñíî, ÷òî Lc(X,Y )� ïîäìíîæåñòâî
ïðîñòðàíñòâà L(X,Y ) âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îãðàíè÷åííûõ èç X â Y.

Òåîðåìà 6.16. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ËÍÏ X, Y è Z ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

1. Lc(X,Y ) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L(X, Y );

2. Lc(X,Y ) � äâóñòîðîííèé èäåàë L(X, Y ) ïî óìíîæåíèþ â òîì ñìûñëå,
÷òî ïðîèçâåäåíèå T1 · T2 ∈ Lc(X, Y ) ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç
îïåðàòîðîâ T1 : Z → Y è T2 : X → Z êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü T1, T2 ∈ Lc. Òàê êàê ìíîæåñòâî T1(S1) ïðåäêîìïàêòíî,
òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ S1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x
(1)
n ⊂ {xn}, ÷òî {T1x(1)n } � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òî÷íî òàê

æå ñóùåñòâóåò {x(2)n } ⊂ {x(1)n }, äëÿ êîòîðîé {T2x(2)n } ôóíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîæå ôóíäàìåíòàëüíà
(?), òî T1x

(2)
n ôóíäàìåíòàëüíà. Íî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(T1+T2)(x(2)n )}ôóíäàìåíòàëüíà
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êàê ñóììà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (?). Â èòîãå ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè
{xn} ⊂ S1 ìíîæåñòâî (T1+T2)(S1) ïðåäêîìïàêòíî, ò.å. îïåðàòîð T1+T2 êîìïàêòåí.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç T ∈ Lc è λ ∈ R ñëåäóåò: λT ∈ Lc (ïðîâåðèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Çàìêíóòîñòü Bc â B(X, Y ) äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïóñòü {Tn} ⊂ Lc

è ∥Tn − T∥ → 0, ãäå T ∈ L(X, Y ). Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî T ∈ Lc.
Åñëè {xn} ∈ S1 ïðîèçâîëüíà, òî ââèäó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà T1 ñóøåñòâóåò

òàêàÿ {x(1)n } ⊂ {xn} ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1x(1)n ôóíäàìåíòàëüíà. Äàëåå, èñïîëüçóÿ

êîìïàêòíîñòü T2, íàéäåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(2)n } ⊂ {x(1)n }, äëÿ êîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T2x(2)n } ôóíäàìåíòàëüíà. Êàê è ðàíåå, òåì æå ñâîéñòâîì

îáëàäàåò è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T1x(2)n }.Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèäåì êî âëîæåííîé

ñèñòåìå âñå áîëåå ðåäêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {x(1)n } ⊃ {x(2)n } ⊃ . . . , òàêèõ, ÷òî

äëÿ êàæäîãî l = 1, 2, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Tix(l)n }∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíû äëÿ âñåõ
1 ≤ i 6 l.

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T ïåðåâîäèò äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x(k)k }
â ôóíäàìåíòàëüíóþ, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tx(k)k } ôóíäàìåíòàëüíà. Ïðåæäå
âñåãî, ïî óñëîâèþ äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî

∥T − Tn∥ <
ε

3
. (6.26)

Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k > n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tnx(k)i }∞i=1 ôóíäàìåíòàëüíà,

à {x(k)k }k≥i ⊂ {x(k)i }∞i=1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tnx
(k)
k � òîæå ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð k0, ÷òî äëÿ âñåõ k,m > k0

∥Tnx(k)k − Tnx
(m)
m ∥ < ε

3
.

Îòñþäà è èç (6.26) äëÿ k,m > k0

∥Tx(k)k − Tx(m)
m ∥ 6 ∥Tx(k)k − Tnx

(k)
k ∥+ ∥Tnx(k)k − Tnx

(m)
m ∥+ ∥Tnx(m)

m − Tx(m)
m ∥

6 ∥(T − Tn)(x
k
k)∥+

ε

3
+ ∥(Tn − T )(x(m)

m )∥ 6 2∥T − Tn∥+
ε

3
< ε.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Tx(k)k }ôóíäàìåíòàëüíà. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè
{xn} ⊂ S1 ìíîæåñòâî T (S1) ïðåäêîìïàêòíî, ò.å. îïåðàòîð T êîìïàêòåí.

2. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T1 êîìïàêòåí, à T2 îãðàíè÷åí. Åñëè, êàê è ðàíåå,
S1 � åäèíè÷íûé øàð â X, òî ìíîæåñòâî T2(S1) îãðàíè÷åíî (ñì. çàäà÷ó 6.13). Íî
òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà ìíîæåñòâî T1(T2(S1)) = T1T2(S1)
ïðåäêîìïàêòíî, è çíà÷èò, îïåðàòîð T1T2 êîìïàêòåí.

Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, T1 îãðàíè÷åí, à T2 êîìïàêòåí. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
{xn} ⊂ S1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ {xnk

} ⊂ {xn}, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T2xnk
}ôóíäàìåíòàëüíà.

Íî òîãäà ââèäó íåðàâåíñòâà

∥T1T2xnk
− T1T2xnm∥ = ∥T1(T2xnk

− T2xnm)∥
6 ∥T1∥ · ∥T2xnk

− T2xnm∥,

ãäå k,m ∈ N, òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {T1T2xnk
}. Òåì

ñàìûì ìíîæåñòâî T1T2(S1) îïÿòü ïðåäêîìïàêòíî, è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 6.17. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, à ëèíåéíûé
îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí. Òîãäà ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ : Y ∗ → X∗

òàêæå êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S è S∗ çàìêíóòûå åäèíè÷íûå øàðû ïðîñòðàíñòâ
X è Y ∗ ñîîòâåòñòâåííî. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç A∗(S∗) ïðåäêîìïàêòåí â
X∗.

Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâîA(S) (çàìûêàíèå îáðàçà åäèíè÷íîãî øàðà ïðè îòîáðàæåíèè
A â Y ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â Y . Ðàññìîòðèì ËÍÏ C(A(S)), ñîñòîÿùåå èç âñåõ
íåïðåðûâíûõ íà A(S) ôóíêöèé f : A(S) → R ñ íîðìîé ∥f∥ = maxy∈A(S) |f(y)|.
Åñëè ôóíêöèîíàëû èç Y ∗ ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà A(S), òî
îíè áóäóò ýëåìåíòàìè C(A(S)).Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Φôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèîíàëàì èç S∗, áóäåò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè φ ∈ Φ è ∥φ∥Y ∗ ≤ 1, òî

∥φ∥C(A(S)) = sup
y∈A(S)

|φ(y)| ≤ ∥φ∥Y ∗ sup
x∈S

∥Ax∥Y ≤ ∥A∥

è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ y1, y2 ∈ A(S)

|φ(y1)− φ(y2)| ≤ ∥φ∥Y ∗∥y1 − y2∥Y ≤ ∥y1 − y2∥Y .

Ñëåäîâàòåëüíî, îîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå Àðöåëà (ñì. çàäà÷ó 6.11) ìíîæåñòâî
Φ ïðåäêîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C(A(S)).Íî Φ ñ ìåòðèêîé èç C(A(S)) èçîìåòðè÷íî
ìíîæåñòâó A∗(S∗) ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé íîðìîé ïðîñòðàíñòâàX∗. Â ñàìîì
äåëå, åñëè φ1, φ2 ∈ S∗, òî ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà è
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

∥A∗φ1 − A∗φ2∥X∗ = sup
x∈S

|(A∗φ1 − A∗φ2)(x)|

= sup
x∈S

|(φ1 − φ2)(Ax)|

= sup
z∈A(S)

|(φ1 − φ2)(z)|

= sup
z∈A(S)

|(φ1 − φ2)(z)| = ∥φ1 − φ2∥C(A(S)).

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî A∗(S∗) òàêæå ïðåäêîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå X∗, è òåîðåìà
äîêàçàíà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ýðìèòîâî�ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, à òàêæå òåîðåì 6.16 è 6.17
âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 6.7. Ïóñòü A : H → H � êîìïàêòíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ýðìèòîâî�ñîïðÿæåííûé ê íåìó îïåðàòîð Ã∗ òàêæå
êîìïàêòåí.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 6.18. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X êîìïàêòåí â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå X, à I : X → X � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ò.å. Ix = x. Òîãäà,
åñëè îïåðàòîð T := I − A èíúåêòèâåí (ýêâèâàëåíòíî: ÿäðî KerT = {⃗0}), òî åãî
îáðàç ImT çàìêíóò â X.

121



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ImT := {y ∈ X : Tx = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ X è

Txn = xn − Axn → y. (6.27)

Åñëè {xn} îãðàíè÷åíà, òî ââèäó êîìïàêòíîñòè A ñóùåñòâóþò {xnk
} ⊂ {xn}

è z ∈ X, òàêèå, ÷òî Axnk
→ z. Òîãäà xnk

= Txnk
+ Axnk

→ y + z, è òàê êàê A
íåïðåðûâåí, òî Axnk

→ A(y+z). Òåì ñàìûì z = A(y+z), îòêóäà y = (I−A)(y+z) =
T (y + z) ∈ ImT .

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå îãðàíè÷åíà. Íå îãøðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ∥xn∥ → 0 (èíà÷å íóæíî ïåðåéòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Òîãäà èç (6.27) ñëåäóåò: Tx′n → 0⃗, ãäå x′n := xn/∥xn∥.Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ïðåäûäóùåå
ðàññóæäåíèå äëÿ y = 0⃗, ïîëó÷àåì, ÷òî z = Az, ò.å. z ∈ KerT. Òàê êàê z ̸= 0⃗, òî
ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Çàêîí÷èì ïàðàãðàô ñëåäóþùèì ïðîñòûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé äàëåå íàì
ïîíàäîáèòñÿ.

Òåîðåìà 6.19. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ËÍÏ. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð
A : X → X êîìïàêòåí, òî îí íå èìååò îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, è îïåðàòîð
A−1 : X → X ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà
A·A−1 = I, òî îòñþäà ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå ñëåäóåò, ÷òî I êîìïàêòåí.
Íî ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 6.15 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

Ñëåäñòâèå 6.8. Åñëè ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ËÍÏ, èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé, òî îí íå êîìïàêòåí.
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Ãëàâà 7

Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà è ñëàáàÿ

ñõîäèìîñòü

7.1 ×àñòè÷íî è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå

ïðîñòðàíñòâà. Ëåììà Öîðíà.

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà èìååò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Âñêîðå îí áóäåò
èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå îäíîãî èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ËÍÏ
� òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîå îòíîøåíèå
x 6 y (x, y ∈ M) íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè îíî èìååò
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈M âûïîëíåíî: x 6 x (ðåôëåêñèâíîñòü);

2. Åñëè x 6 y è y 6 x, òî x = y (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);

3. Åñëè x 6 y è y 6 z, òî x 6 z (òðàíçèòèâíîñòü).

Ìíîæåñòâî âìåñòå ñ çàäàííûì íà íåì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 7.2. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûì èëè öåïüþ, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà ñðàâíèìû,
ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈M âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé: x 6 y èëè y 6 x.

Ïðèìåð 7.1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.

Ïðèìåð 7.2. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C îòíîøåíèå ïîðÿäêà ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

z1 = x1 + iy1 6 z2 = x2 + iy2 ⇔ x1 6 x2, y1 6 y2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, íî íå öåïü.
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Ïðèìåð 7.3. Ðàññìîòðèì íà Rn ïîêîîðäèíàòíûé ïîðÿäîê, ò.å.

x = (x1, . . . , xn) 6 y = (y1, . . . , yn) ⇔ xi 6 yi (i = 1, . . . , n).

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, Rn � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, íî íå
öåïü.

Ïðèìåð 7.4. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, Σ� ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.
Ðîëü ïîðÿäêà áóäåò èãðàòü îòíîøåíèå âëîæåíèÿ: åñëè A,B ∈ Σ, òî A 6 B ⇔
A ⊂ B. Òîãäà Σ � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öåïüþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà (?).

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ïóñòü M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíò
x0 ∈ M íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî y ∈ M è x0 ≤ y, ñëåäóåò:
y = x0.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïîäìíîæåñòâî E ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà M
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé z ∈ M , ÷òî x ≤ z äëÿ
âñåõ x ∈ E.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå àêñèîìå âûáîðà, ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì
îáîñíîâàíèåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà 7.1 (Ëåììà Öîðíà). Åñëè â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå M
ëþáàÿ öåïü îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî â M ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

7.2 Ïðîäîëæåíèè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèîíàëîâ â ËÍÏ.

Ïóñòü X � ËÍÏ, à L ⊂ X � åãî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íà L îïðåäåëåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f, êîòîðûé ê òîìó æå îãðàíè÷åí, ò.å.

∥f∥L∗ = sup
x∈L
∥x∥≤1

|f(x)| <∞. (7.1)

Îïðåäåëåíèå 7.5. Ôóíêöèîíàë F ∈ X∗ áóäåì íàçûâàòü ïðîäîëæåíèåì f íà X,
åñëè

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L F (x) = f(x);

2. ∥F∥X∗ = ∥f∥L∗ .

Ïðèìåð 7.5. Ðàññìîòðèì â ËÍÏ C[0, 1] ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L = {x =
x(t) ∈ C[0, 1] : x(0) = 0} è îïðåäåëèì íà íåì ôóíêöèîíàë f(x) := x(1). Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îí ëèíååí è îãðàíè÷åí, òàê êàê ∥f∥L∗ = 1. ßñíî, ÷òî ôóíêöèîíàë
F (x) := x(1) îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] è ∥F∥C[0,1]∗ =
∥f∥L∗ , ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì f. Â òî æå âðåìÿ, ôóíêöèîíàë F1(x) :=
x(1) − x(0) õîòÿ è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî F1(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ L, íî,
êàê ëåãêî âèäåòü (?), ∥F1∥C[0,1]∗ = 2, è ïîýòîìó F1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì f íà
C[0, 1] â ñìûñëå ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè ËÍÏ.

Òåîðåìà 7.2 (Õàí�Áàíàõ). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ËÍÏ X, ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ X
è ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : L −→ R, òàêîãî, ÷òî ∥f∥L∗ < ∞, ñóùåñòâóåò
ïðîäîëæåíèå F ∈ X∗.

Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â îäíîì âàæíîì, íî ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà L ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà âñåãî
ëèøü íà 1. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç λ(E) îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà
E.

Ëåììà 7.1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.2 âåðíî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
x0 ∈ X, ÷òî X = λ({x0} ∪ L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì (è áóäåì) ïðåäïîëàãàòü, ÷òî L ̸= X. Ïî óñëîâèþ
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X

x = αx0 + u, ãäå α ∈ R, u ∈ L. (7.2)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (7.2) åäèíñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå òàêîãî âèäà: x = α′

0x0 + u′, ãäå α′ ∈ R, u′ ∈ L. Âû÷èòàÿ
èç (7.2) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì: (α− α′)x0 = u′ − u. Åñëè α ̸= α′, òî ïîñëå
äåëåíèÿ íà ðàçíîñòü α−α′ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: x0 =

1
α−α′ (u−u′), îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî x0 ∈ L. Íî òîãäà, òàê êàê L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî λ({x0} ∪L) = L,
è çíà÷èò, L = X, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òåì ñàìûì α = α′. Íî òîãäà u = u′,
è åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (7.2) äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèîíàë F íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x ∈ X
ïðåäñòàâèì â âèäå (7.2), òî

F (x) = α · c+ f(u), (7.3)

ãäå êîíñòàíòà c áóäåò âûáðàíà ïîçäíåå. Ââèäó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ýòî
îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ∈ L, òî α = 0, u = x, è ïîýòîìó èç
(7.3) ñëåäóåò: F (x) = f(x), ò.å. íà L ôóíêöèîíàëû F è f ñîâïàäàþò.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî êîíñòàíòà c ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî ∥F∥X∗ =
∥f∥L∗ . Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì c âûïîëíåíî: |F (x)| ≤
∥f∥L∗ · ∥x∥, åñëè x ∈ X, èëè ââèäó ñîîòíîøåíèé (7.2) è (7.3), ÷òî

|αc+ f(u)| ≤ ∥f∥L∗ · ∥αx0 + u∥.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ α = 0 ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â íåðàâåíñòâî: |f(u)| ≤
∥f∥L∗ · ∥u∥, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (7.1). Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α >
0 (ñëó÷àé α < 0 ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì

−f(u)− ∥f∥L∗ · ∥αx0 + u∥ ≤ αc ≤ ∥f∥L∗ · ∥αx0 + u∥ − f(u).

Ðàçäåëèì âñå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà α è âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ ôóíêöèîíàëà
è íîðìû:

−f(u
α
)− ∥f∥L∗ · ∥x0 +

u

α
∥ ≤ c ≤ ∥f∥L∗ · ∥x0 +

u

α
∥ − f(

u

α
)
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èëè
−f(z)− ∥f∥L∗ · ∥x0 + z∥ ≤ c ≤ ∥f∥L∗ · ∥x0 + z∥ − f(z), (7.4)

ãäå z := u
α

∈ L. Ïóñòü m(z) è M(z) � ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, à òàêæå

m := sup
z∈L

m(z) , M := inf
z∈L

M(z).

Ñóùåñòâîâàíèå c, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî (7.4), áóäåò äîêàçàíî, åñëè ïîêàçàòü,
÷òî

m ≤M. (7.5)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç îòðåçêà
[m,M ], òàê êàê òîãäà m(z) ≤ m ≤ c ≤M ≤M(z) (z ∈ L).

Â ñâîþ î÷åðåäü, (7.5) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

−f(u)− ∥f∥L∗ · ∥x0 + u∥ ≤ −f(v) + ∥f∥L∗ · ∥x0 + v∥, (7.6)

ãäå u, v ∈ L ïðîèçâîëüíû (?). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîñòüþ ôóíêöèîíàëà f, à òàêæå îïðåäåëåíèåì íîðìû ∥f∥L∗ :

f(v)− f(u) = f(v − u) ≤ ∥f∥L∗ · ∥v − u∥
= ∥f∥L∗ · ∥(x0 + v) + (−x0 − u)∥
≤ ∥f∥L∗ · ∥x0 + v∥+ ∥f∥L∗ · ∥x0 + u∥.

Òàêèì îáðàçîì, (7.6) âûïîëíåíî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîíñòàíòû c (îíà îïðåäåëÿåòñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî), è òîãäà, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ∥F∥X∗ ≤ ∥f∥L∗ .
Çàìåòèì, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê F (x) = f(x) äëÿ x ∈ L, òî

∥f∥L∗ = sup
x∈L
∥x∥≤1

|f(x)| = sup
x∈L
∥x∥≤1

|F (x)| ≤ sup
x∈X
∥x∥≤1

|F (x)| = ∥F∥.

Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2. Ïî óñëîâèþ íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊂ X
îïðåäåëåí ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f, òàêîé, ÷òî ∥f∥L∗ < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ
ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (M, g), ãäå M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, M ⊃ L, à
g : M → R � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîëæåíèåì f íà M, ò.å.
g(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ L è ∥g∥M∗ = ∥f∥L∗ . Òàê êàê (L, f) ∈ Σ, òî Σ ̸= ∅.
Ââåä¼ì íà Σ îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: ïî îïðåäåëåíèþ (M, g) ≤ (N, h),
åñëè M ⊂ N, à h ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì g íà N . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ýòî îòíîøåíèå îáëàäàåò âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè (?). Äîêàæåì, ÷òî â
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå Σ ëþáàÿ öåïü Σ0 ⊂ Σ îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
Ïîëîæèì M̃ :=

∪
(M,g)∈Σ0

M. Ïðîâåðèì, ÷òî M̃ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X.

Åñëè x, y ∈ M̃, òî ïî îïðåäåëåíèþ x ∈ Mx, à y ∈ My, ãäå (Mx, gx), (My, gy) ∈ Σ0.
Òàê êàê Σ0 � öåïü, òî ëþáûå åå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð,
÷òî (Mx, gx) ≤ (My, gy). Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, Mx ⊂ My. Ïîýòîìó x, y ∈ My è, òàê

êàêMy � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, òî x+y ∈My. Ñëåäîâàòåëüíî, x+y ∈ M̃.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî λx ∈ M̃, åñëè λ ∈ R, à x ∈ M̃. Îïðåäåëèì òåïåðü íà

126



M̃ ôóíêöèîíàë. Åñëè x ∈ M̃, òî îïÿòü x ∈Mx äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (Mx, gx) ∈ Σ0.
Ïîëîæèì: g̃(x) := gx(x). Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ïàðà
(M1, g1) ∈ Σ0 òàêæå îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî x ∈ M1. Òîãäà ïàðû (Mx, gx) è
(M1, g1) ñðàâíèìû; ïóñòü, íàïðèìåð, (Mx, gx) ≤ (M1, g1). Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèîíàë g1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì gx, òî g1(x) = gx(x). Òàêèì îáðàçîì,
îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ g̃(x) íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà (Mx, gx) ∈ Σ0, òàêîãî,
÷òî x ∈ Mx, è îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ñ ïîìîùüþ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûõ
ðàññóæäåíèé ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë g̃ ëèíååí è g̃(x) = f(x) äëÿ âñåõ

x ∈ L. Ïîêàæåì, ÷òî ∥g̃∥M̃∗ = ∥f∥L∗ . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ M̃, òî x ∈ Mx, ãäå
(Mx, gx) ∈ Σ0. Òîãäà, òàê êàê ∥gx∥M∗

x
= ∥f∥L∗ , òî

|g̃(x)| = |gx(x)| ≤ ∥gx∥M∗
x
∥x∥ = ∥f∥L∗∥x∥,

îòêóäà ∥g̃∥M̃∗ ≤ ∥f∥L∗ . Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Èòàê, (M̃, g̃) ∈ Σ. Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà ñëåäóåò, ÷òî (M, g) ≤ (M̃, g̃)
äëÿ âñåõ (M, g) ∈ Σ0, ò.å. öåïü Σ0 îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òåì ñàìûì äëÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà Σ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû Öîðíà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò
ñóùåñòâîâàíèå â Σ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà (M, g). Äîêàæåì, ÷òî

M = X. (7.7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (7.7) íå âåðíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò x0 ∈ X\M. Ðàññìîòðèì íà
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Y := λ({x0}∪M) íîðìó èçX. Äëÿ ËÍÏ Y è åãî ëèíåéíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà M âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû 7.1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë h : Y → R, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèîíàëà g
íà Y . ßñíî, ÷òî ïàðà (Y, h) ∈ Σ, (Y, h) ≥ (M, g) è (Y, h) ̸= (M, g). Ïîñëåäíåå,
î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè (M, g) â Σ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî
(7.7) âåðíî, è ìû ìîæåì â êà÷åñòâå F âçÿòü ôóíöèîíàë g. Òåîðåìà äîêàçàíà.

7.3 Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà.

Íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå óæå ïðèìåíÿëîñü ðàíåå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
6.1.

Òåîðåìà 7.3. Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ, òî äëÿ ëþáîãî x0 ∈ X, x0 ̸= 0⃗,
ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗, ÷òî ∥x∗∥X∗ = 1 è x∗(x0) = ∥x0∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòàî

L := {x ∈ X : x = αx0, ãäå α ∈ R}.

Ëåãêî ïðîâåðèòü (?), ÷òî L� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîX (ýòî ïðÿìàÿ, ïðîâåä¼ííàÿ
÷åðåç 0⃗ è x0). Îïðåäåëèì íà L ôóíêöèîíàë φ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè x ∈ L
ïðåäñòïâèì â âèäå x = αx0, òî φ(x) := α∥x0∥. Òîãäà φ ëèíååí (?), à òàêæå

∥φ∥L∗ = sup
x∈L
∥x∥≤1

|φ(x)| = sup
α:|α|∥x0∥≤1

(|α| · ∥x0∥) = ∥x0∥ sup
|α|≤ 1

∥x0∥

|α| = ∥x0∥ ·
1

∥x0∥
= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà 7.2 ñóùåñòâóåò òàêîé x∗ ∈ X∗ ÷òî x∗(x) =
φ(x) äëÿ âñåõ x ∈ L è ∥x∗∥ = 1. Â ÷àñòíîñòè, x∗(x0) = φ(x0) = ∥x0∥.
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Ñëåäñòâèå 7.1. Åñëè X � ËÍÏ, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∥x∥ = max
∥x∗∥≤1

|x∗(x)|. (7.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, åñëè x0 = 0⃗, òî ðàâåíñòâî (7.8) î÷åâèäíî. Ïóñòü
òåïåðü x0 ̸= 0⃗. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ôóíêöèîíàëà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x∗ ∈ X∗, òàêîãî, ÷òî ∥x∗∥ ≤ 1, âûïîëíåíî:

|x∗(x)| ≤ ∥x∗∥ · ∥x∥ ≤ ∥x∥. (7.9)

Ñ äðóãîé, ïî òåîðåìå 7.3 ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë x∗0 ∈ X∗, äëÿ êîòîðîãî ∥x∗0∥ = 1
è x∗0(x) = ∥x∥. Â èòîãå îòñþäà è èç (7.9) ïîëó÷àåì (7.8).

Ñëåäñòâèå 7.2. [î ðàçäåëåíèè âåêòîðîâ] Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ, x1 ̸= x2.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗, ÷òî x∗(x1) ̸= x∗(x2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê âåêòîðó x : =x1−x2 òåîðåìó 7.3 è íàéäåì x∗ ∈ X∗,
äëÿ êîòîðîãî x∗(x) = ∥x∥. Òàê êàê ïî óñëîâèþ x1 ̸= x2, òî

x∗(x1 − x2) = x∗(x1)− x∗(x2) = ∥x1 − x2∥ > 0.

Çíà÷èò, x∗(x1) ̸= x∗(x2).

Ñëåäñòâèå 7.3 (î íåòðèâèàëüíîñòè ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà). Åñëè ËÍÏ X ̸=
{⃗0}, òî è X∗ ̸= {⃗0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò åíóëåâîé âåêòîð x ∈ X, òî
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 7.3.

Òåîðåìà 7.4. [îá îòäåëåíèè âåêòîðà îò ïîäïðîñòðàíñòâà] Ïóñòü Y � çàìêíóòîå
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ËÍÏ X, x0 ∈ X\Y. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé x∗ ∈ X∗,
÷òî îäíîâðåìåííî x∗(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Y è x∗(x0) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L := λ(Y ∪{x0}).Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 7.1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå:

x = αx0 + y, ãäå y ∈ Y, α ∈ R (7.10)

(åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî x0 ∈ X\Y ). Òàê êàê L� ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X, òî ñ íîðìîé èç X îíî ñàìî ñòàíîâèòñÿ ËÍÏ, à Y ̸= L áóäåò
åãî ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Îïðåäåëèì íà L ôóíêöèîíàë φ: åñëè x ∈ L
è äëÿ íåãî âûïîëíåíî (7.10), òî φ(x) : =α. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî φ ëèíååí.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x1 = βx0+y1, ãäå y1 ∈ Y, à β ∈ R, òî x+x1 = (α+β)x0+(y1+y).
Òàê êàê α+ β ∈ R, à y+ y1 ∈ Y, òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå âèäà (7.10). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî îïðåäåëåíèþ

φ(x1 + x) = α+ β = φ(x) + φ(x1).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî: φ(λx) = λφ(x), ãäå λ ∈ R, à x ∈ L (?). Èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñðàçó ñëåäóåò:{

φ(x0) = 1,

φ(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Y
(7.11)
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Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü φ íà L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà

∥φ∥L∗ = sup
x∈L
∥x∥≤1

|φ(x)| = ∞,

ò.å. äëÿ ëþáîãî n ∈ N íàéäåòñÿ xn ∈ L, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî: ∥xn∥ ≤ 1 è
|φ(xn)| ≥ n. Ñîãëàñíî (7.10)

xn = αnx0 + yn, ãäå αn ∈ R, yn ∈ Y.

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèîíàëà |φ(xn)| = |αn|, îòêóäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
∥αnx0+yn∥ ≤ 1, à, ñ äðóãîé, |αn| ≥ n èëè 1/|αn| ≤ 1/n. Ïåðåìíîæàÿ äâà ïîñëåäíèõ
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: ∥∥x0 − (− yn

αn

)
∥∥ =

∥∥αnx0 + yn
αn

∥∥ ≤ 1

n
,

îòêóäà ∥∥x0 − (− yn
αn

)
∥∥ −−−→

n→∞
0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Y. Ñëåäîâàòåëüíî,
x0 ∈ Y , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî,
è ∥φ∥L∗ < ∞. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Õàíà�Áàíàõà 7.2, ìîæíî íàéòè òàêîé
ôóíêöèîíàë x∗ ∈ X∗, ÷òî x∗(x) = φ(x) äëÿ âñåõ x ∈ L. Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèé
(7.11) ñëåäóåò, ÷òî x∗(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Y è x∗(x0) = φ(x0) = 1.

Çàìå÷àíèå 7.1. Óñëîâèå çàìêíóòîñòè Y â ïîñëåäíåé òåîðåìå ñóùåñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî,
èíà÷å íàéäåòñÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Y , ñêàæåì, x0, òàêàÿ, ÷òî x0 ̸∈ Y . Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ Y, xn → x0. Åñëè òåïåðü x∗ ∈ X∗ è x∗(x) = 0 (x ∈ Y ),
òî ââèäó åãî íåïðåðûâíîñòè x∗(xn) → x∗(x0), îòêóäà x

∗(x0) = 0.

Ïðèìåð 7.6. ÏóñòüX = R3
2, âåêòîðà x

1, x2, x3 èçX ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íóæíî íàéòè ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë, ðàçäåëÿþùèé ïëîñêîñòü
Y, íàòÿíóòóþ íà x1 è x2, è âåêòîð x3 (â ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 7.4).

Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.3 ëþáîé x∗ ∈ (R3
2)

∗ ïðåäñòàâèì â âèäå:

x∗(x) = αx1 + βx2 + γx3, x = (x1, x2, x3) ∈ R3, (7.12)

äëÿ íåêîòîðûõ α, β, γ ∈ R. Íàéäåì x∗ èç óñëîâèé: x∗(x1) = x∗(x2) = 0 è x∗(x3) = 1.
Åñëè xk = (xk1, x

k
2, x

k
3) (k = 1, 2, 3), òî îòñþäà ïîëó÷àåì:

αx11 + βx12 + γx13 = 0

αx21 + βx22 + γx23 = 0

αx31 + βx32 + γx33 = 1

Òàê êàê âåêòîðà x1, x2, x3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû íå
ðàâåí íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (α0, β0, γ0). Ýòè
÷èñëà è áóäóò çàäàâàòü èñêîìûé ôóíêöèîíàë (7.12).
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7.4 Âòîðîå ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî X∗∗.

Êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ËÍÏ X â X∗∗.

Íàïîìíèì, ÷òî (ïåðâîå) ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗ ê ËÍÏ X ñîñòîèò èç âñåõ
òàêèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ x∗ : X → R, ÷òî

∥x∗∥ = sup
∥x∥≤1

|x∗(x)| <∞.

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òîX∗ ñàìî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî
íîðìû ∥x∗∥. Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê ïðîñòðàíñòâó
X∗, à èìåííî, (X∗)∗ := X∗∗, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âòîðûì ñîïðÿæ¼ííûì ïðîñòðàíñòâîì
ê X. Îíî ñîñòîèò èç âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ x∗∗ : X∗ → R, äëÿ êîòîðûõ

∥x∗∗∥ = sup
∥x∗∥≤1

|x∗∗(x∗)| <∞.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò âàæíóþ èäåþ äâîéñòâåííîñòè, ñâÿçàííóþ ñ îòíîñèòåëüíîñòüþ
ïîíÿòèé àðãóìåíòà è ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 7.6. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X îïðåäåëèì
ôóíêöèîíàë π(x) : X∗ → R ñëåäóþùèì îáðàçîì: π(x)(x∗) : =x∗(x).

Òåîðåìà 7.5. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X π(x) ∈ X∗∗ è

∥π(x)∥X∗∗ = ∥x∥X . (7.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ëèíåéíîñòü. Åñëè x∗1, x
∗
2 ∈ X∗, òî

π(x)(x∗1 + x∗2) = (x∗1 + x∗2)(x) = x∗1(x) + x∗2(x) = π(x)(x∗1) + π(x)(x∗2).

Òàê æå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî π(x)(λx∗) = λπ(x)(x∗) äëÿ λ ∈ R è x∗ ∈ X∗ (?).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè π(x) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü

ðàâåíñòâà (7.13). Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 7.8 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà

∥x∥ = max
∥x∗∥≤1

|x∗(x)| = max
∥x∗∥≤1

|π(x)(x∗)| = ∥π(x)∥X∗∗ .

Òåîðåìà 7.6. Îòîáðàæåíèå π : X → X∗∗ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé èçîìåòðèåé ìåæäó
ËÍÏ X è ìíîæåñòâîì π(X) : ={x∗∗ ∈ X∗∗ : x∗∗ = π(x), x ∈ X}. Îòñþäà, â
÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî π(X) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî âòîðîãî ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà X∗∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, ïî òåîðåìå 7.5 π(x) ∈ X∗∗. Äîêàæåì ëèíåéíîñòü
îòîáðàæåíèÿ π. Ïîêàæåì, ÷òî

π(x1 + x2) = π(x1) + π(x2) (7.14)

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ X. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ X∗

π(x1 + x2)(x
∗) = x∗(x1 + x2) = x∗(x1) + x∗(x2) = π(x1)(x

∗) +

+ π(x2)(x
∗) = (π(x1) + π(x2))(x

∗),
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òî ðàâåíñòâî (7.14) âûïîëíåíî. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî π(λx) =
λπ(x), åñëè λ ∈ R, à x ∈ X (?). Ââèäó ðàâåíñòâà (7.13) îòîáðàæåíèå π ñîõðàíÿåò
íîðìó. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îíî èíúåêòèâíî (?). Ñþðúåêòèâíîñòü æå
î÷åâèäíà, òàê êàê â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ
åãî îáðàç.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâàX ïîäïðîñòðàíñòâî
π(X) çàìêíóòî â X∗∗.

Îïðåäåëåíèå 7.7. Îòîáðàæåíèå π íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âëîæåíèåì ËÍÏ
X â åãî âòîðîå ñîïðÿæ¼ííîå X∗∗.

7.5 Ïîíÿòèå î ðåôëåêñèâíîì ËÍÏ. Ïðèìåðû.

Îïðåäåëåíèå 7.8. Ïóñòü π � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ËÍÏ X â åãî âòîðîå
ñîïðÿæ¼ííîå X∗∗. Òîãäà X íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè π(X) = X∗∗, ò.å. äëÿ
ëþáîãî x∗∗ ∈ X∗∗ ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ X∗

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: x∗∗(x∗) = x∗(x).

Íà÷íåì ñ ïðèìåðîâ ðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 7.7. Ëþáîå ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH ðåôëåêñèâíî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ðèññà
5.10 îòáðàæåíèå φ : H → H∗, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé φ(a)(x) = (x, a) ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðèåé íà âñå H∗. Ïîýòîìó, òàê êàê äëÿ ëþáîãî x∗∗ ∈ H∗∗ ôóíêöèîíàë
ψ(a) := x∗∗(φ(a)) ëèíååí è îãðàíè÷åí íà H, òî ñóùåñòâóåò b ∈ H, äëÿ êîòîðîãî

x∗∗(φ(a)) = φ(b)(a) = (a, b) = (b, a).

Åñëè òåïåðü φ(a) = x∗, òî îòñþäà ñëåäóåò: x∗∗(x∗) = x∗(b) = π(b)(x∗), è çíà÷èò,
x∗∗ = π(b).

Ïðèìåð 7.8. Ïðîñòðàíñòâî lp ðåôëåêñèâíî, åñëè 1 < p <∞. Äåéñòâèòåëüíî, ðàíåå
áûëî äîêàçàíî, ÷òî l∗p èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó lq, ãäå 1/p + 1/q = 1. Òî÷íåå,
êàæäûé x∗ ∈ l∗p åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå:

x∗(x) =
∞∑
k=1

akxk, (x = (xk) ∈ lp)

äëÿ íåêîòîðîãî a = (ak) ∈ lq, ïðè÷åì ∥x∗∥l∗p = ∥a∥lq . Òåì ñàìûì ïðîñòðàíñòâî l∗∗p =
(l∗p)

∗ áóäåò èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó l∗q èëè ââèäó òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîãî
óòâåðæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâó lp. Áîëåå ôîðìàëüíî l

∗∗
p = (l∗p)

∗ = l∗q = lp. Ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò ðåôëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâ Lp = Lp(X,Σ, µ)
â ñëó÷àå 1 < p <∞.

Íàèáîëåå ïðîñòûìè ïðèìåðàìè íåðåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ "êðàéíèå"
ïðåäñòàâèòåëè òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííûõ øêàë.

Ïðèìåð 7.9. Ïðîñòðàíñòâà L1[a, b], L∞[a, b], C[a, b], l1, l∞ íå ðåôëåêñèâíû. Äîêàæåì
ýòî â ñëó÷àå l1. Òàê êàê l∗1 = l∞ (ñì. òåîðåìó 5.12 è çàäà÷ó 5.12), òî ñîîòíîøåíèå
l∗∗1 ̸= l1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

l∗∞ ̸= l1. (7.15)
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Èíà÷å ãîâîðÿ, íàì íóæíî íàéòè ôóíêöèîíàë φ ∈ l∗∞, êîòîðûé íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü
â âèäå

φ(x) =
∞∑
k=1

xkyk, x = (xk)
∞
k=1 ∈ l∞, (7.16)

ãäå y = (yk)
∞
k=1 ∈ l1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M ⊂ l∞, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ x = (xk)
∞
k=1, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ ψn(x), ãäå

ψn(x) :=
x1 + x2 + . . .+ xn

n
(n ∈ N).

Çàìåòèì, ÷òîM, â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæèò âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùèå êîíå÷íûé
ïðåäåë (íî íå òîëüêî èõ; ïðîâåðèòü, ÷òî, íàïðèìåð, (1,−1, 1,−1, . . .) ∈M). Íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî l∞ (?). Çàäàäèì íà M ôóíêöèîíàë
ψ(x) : = limn→∞ ψn(x). Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà, à òàêæå ðàâåíñòâ ψn(x+ y) = ψn(x) +
ψn(y) è ψn(αx) = αψn(x) (α ∈ R) âûòåêàåò åãî ëèíåéíîñòü. Ïîêàæåì åãî îãðàíè÷åííîñòü:

|ψ(x)| = | lim
n→∞

ψn(x)| ≤ sup
n=1,2,...

|ψn(x)| = sup
n

∣∣x1 + x2 + . . .+ xn
n

∣∣
≤ sup

n

|x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|
n

≤ sup
n

n∥x∥∞
n

= ∥x∥∞.

Òàêèì îáðàçîì, ∥ψ∥M∗ ≤ 1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Õàíà�Áàíàõà 7.2, íàéäåì òàêîé
ôóíêöèîíàë φ ∈ l∗∞, ÷òî φ(x) = ψ(x) äëÿ âñåõ x ∈M.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (7.16) âûïîëíåíî äëÿ φ ïðè íåêîòîðîì y ∈ l1 è
âñåõ x ∈ l∞. Òîãäà, åñëè â êà÷åñòâå x áðàòü îáû÷íûå îðòû ek = (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

k

, 0, . . .)

(k = 1, 2, . . .), òî èç (7.16) ñëåäóåò: φ(ek) = yk. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ek ∈ M
(?), òî

φ(ek) = ψ(ek) = lim
n→∞

ψn(ek) = 0,

è çíà÷èò, yk = 0 (k = 1, 2, . . .). Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó (7.16) φ(x) = 0 äëÿ âñåõ
x ∈ l∞. Â òî æå âðåìÿ, òàê êàê x0 := (1, 1, . . .) ∈M, òî

φ(x0) = ψ(x0) = lim
n→∞

ψn(x0) = 1.

Ïîëó÷åííîå â èòîãå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (7.16) íå âûïîëíåíî
íè ïðè êàêîì y ∈ l1. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (7.15), è ïðîñòðàíñòâî
l1 íå ðåôëåêñèâíî.

Çàäà÷à 7.2. Ïóñòü ËÍÏ X ðåôëåêñèâíî. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ X∗

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∥x∗∥X∗ = max

∥x∥≤1
|x∗(x)|.

Çàäà÷à 7.3. Ïîêàçàòü íåðåôëåêñèâíîñòü ïðîñòðàíñòâ l1 è c0, ðàññìîòðåâ ôóíêöèîíàëû

x∗1(x) :=
∞∑
k=1

(
1− 1

k

)
xk (x = (xk) ∈ l1) è x∗2(x) :=

∞∑
k=1

2−k+1xk (x = (xk) ∈ c0)

ñîîòâåòñòâåííî è ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
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7.6 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü è åå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 7.9. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ, {xn}∞n=1 ⊂ X, x ∈ X. Ãîâîðÿò,
÷òî {xn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê x (xn

w−→ x), åñëè äëÿ êàæäîãî f ∈ X∗ f(xn) → f(x).

Çàäà÷à 7.4. Äîêàçàòü, ÷òî "ñëàáûé" ïðåäåë åäèíñòâåíåí, ò.å. åñëè xn
w−→ x è xn

w−→
y, òî x = y.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòü îäíî èç ñëåäñòâèé òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà.

Ïðåæäå âñåãî, ñðàâíèì ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ñî ñõîäèìîñòüþ ïî íîðìå.

Òåîðåìà 7.7. Åñëè ∥xn − x∥ → 0, òî xn
w−→ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî f ∈ X∗

|f(xn)− f(x)| = |f(xn − x)| ≤ ∥f∥ · ∥xn − x∥,

îòêóäà |f(xn)− f(x)| → 0. Òåì ñàìûì ïî îïðåäåëåíèþ xn
w−→ x.

Ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íî îáùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
íå âåðíî.

Ïðèìåð 7.10. ÏóñòüH � áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè (ñì. òåîðåìó 4.16) â íåì ìîæíî ïîñòðîèòü ñ÷¼òíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó {ek}∞k=1. Òàê êàê ââèäó íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (òåîðåìà 4.9)

∞∑
k=1

|(a, ek)|2 ≤ ∥a∥2,

òî äëÿ ëþáîãî a ∈ H (a, ek) → 0 ïðè k → ∞. Ïî òåîðåìå Ðèññà 5.10 äëÿ êàæäîãî
ôóíêöèîíàëà f ∈ H∗ ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð a ∈ H, ÷òî f(x) = (x, a) (x ∈ H).
Ïîýòîìó ââèäó ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ ek

w−→ 0. Ïîêàæåì, ÷òî îäíîâðåìåííî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ek} íå èìååò ïðåäåëà ïî íîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ∥ek − y∥ → 0 äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ H, òî ïî òåîðåìå 7.7 ek

w−→ y. Çíà÷èò,
ââèäó åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ïðåäåëà (ñì. çàäà÷ó 7.4) y = 0⃗, è ∥ek∥ → 0. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ∥ek∥ = 1 (k ∈ N).

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîëåçíî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü
åå àíàëîã â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 7.10. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ËÍÏ, à X∗ � åãî ñîïðÿæ¼ííîå.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ⊂ X∗ ñëàáî* ñõîäèòñÿ ê f ∈ X∗, åñëè äëÿ
ëþáîãî x ∈ X fn(x) → f(x) ïðè n → ∞. Ñëàáàÿ* ñõîäèìîñòü áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: fn
w∗
−→ f.

Çàìå÷àíèå 7.2. ÂX∗, êàê è âî âñÿêîì ËÍÏ, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü:
fn

w−→ f (fn, f ∈ X∗), åñëè äëÿ ëþáîãî x∗∗ ∈ X∗∗ èìååì: x∗∗(fn) → x∗∗(f) (n→ ∞).
Òàê êàê ëþáîå ËÍÏ X èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíî â ñâîå âòîðîå ñîïðÿæåííîå, òî
èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ âñåãäà ñëåäóåò ñëàáàÿ* ñõîäèìîñòü. Êðîìå
òîãî, ÿñíî, ÷òî äëÿ ðåôëåêñèâíîãî X âåðíî è îáðàòíîå, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ïîíÿòèÿ
ñëàáîé è ñëàáîé* ñõîäèìîñòè â X∗ ñîâïàäàþò.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ðàññóæäåíèé
èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ è òåîðåìû 7.7.
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Òåîðåìà 7.8. Åñëè ∥fn − f∥ → 0, òî fn
w∗
−→ f.

Êàê è â ñëó÷àå ñëàáîé ñõîäèìîñòè, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå âåðíî. Ïðèâåäåì ïðèìåð, ÿâëÿþùèéñÿ ôàêòè÷åñêè ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèìåðà
7.10.

Ïðèìåð 7.11. Â ïðîñòðàíñòâå l2 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü "êîîðäèíàòíûõ"
ôóíêöèîíàëîâ fn(x) : =xn (n = 1, 2, . . .), ãäå x = (x1, x2, . . . ). Ïî òåîðåìå 5.12
(ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî) fn ∈ l∗2. Èç îïðåäåëåíèÿ l2 ñëåäóåò,

÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ l2 fn(x) → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, fn
w∗
−→ 0⃗. Â òî æå âðåìÿ,

ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ ïî íîðìå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∥fn−f∥ → 0 äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ l∗2. Òîãäà ïî òåîðåìå 7.8 fn
w∗
−→ f. Òàê êàê ñëàáûé

ïðåäåë åäèíñòâåíåí (?), òî f = 0⃗, îòêóäà ∥fn∥ → 0. Íî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
∥fn∥ = 1 äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ñíà÷àëà íàéäåì óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñëàáóþ* ñõîäèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 7.11. Ïîäìíîæåñòâî E ËÍÏ X íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì â X, åñëè
λ(E) = X (çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè E ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X).

Ïðèâåäåì ìîäåëüíûé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 7.12. Ïóñòü {eι}∞ι=1 � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâåH. Òîãäà èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâîE = {eι}∞ι=1 ãëîáàëüíî
âH. Â ÷àñòíîñòè, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ãëîáàëüíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π].

Òåîðåìà 7.9. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, {fn}∞n=1 ⊂ X∗. Òîãäà fn
w∗
−→ f

äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ X∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . ∥fn∥ ≤ C (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íîðì ôóíêöèîíàëîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà);

2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ãëîáàëüíîå â X ìíîæåñòâî E, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ E
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî fn
w∗
−→ f. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

fn(x) → f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X, è, çíà÷èò, óñëîâèå 2) âûïîëíåíî äëÿ E = X.
Êðîìå òîãî, òàê êàê ñõîäÿùàÿñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî
äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà Cx > 0, ÷òî |fn(x)| ≤ Cx (n =
1, 2, . . .). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà. Òàê
êàêX ïîëíî, òî ïî ñëåäñòâèþ 5.2 èç òåîðåìû Áàíàõà-Øòåéíãàóçà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
∥fn∥ ≤ C (n = 1, 2, . . .). Òåì ñàìûì óñëîâèå 1) òàêæå âûïîëíåíî.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ 1) è 2) ïîçâîëÿþò

íàéòè òàêîé f ∈ X∗, ÷òî fn
w∗
−→ f.

Ïóñòü x ∈ λ(E), ãäå E � ìíîæåñòâî èç óñëîâèÿ 2). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè x =

∑m
k=1 αkxk (xk ∈ E, αk ∈ R). Ââèäó ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëîâ

fn(x) =
∑m

k=1 αkfn(xk). Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(xk)}∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà
äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . ,m, à ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ôóíäàìåíòàëüíà (?), òî {fn(x)} òàêæå ôóíäàìåíòàëüíà.
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Äàëåå, åñëè x ∈ X, òî ââèäó óñëîâèÿ λ(E) = X ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{yk} ∈ λ(E), ÷òî yk → x ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X. Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò k0, äëÿ êîòîðîãî

∥yk0 − x∥ < ε. (7.17)

Òàê êàê, ïî-äîêàçàííîìó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(yk0)}∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà, òî
ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m ≥ N

|fn(yk0)− fm(yk0)| < ε. (7.18)

Èç (7.17) è (7.18), à òàêæå óñëîâèÿ 1) òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n,m ≥ N

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− fn(yk0)|+ |fn(yk0)− fm(yk0)|+ |fm(yk0)− fm(x)|
≤ |fn(x− yk0)|+ ε+ |fm(yk0 − x)|
≤ ∥fn∥ · ∥x− yk0∥+ ε+ ∥fm∥ · ∥yk0 − x∥ ≤ (2C + 1)ε.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñêîëü-óãîäíî ìàëà, òî òåì ñàìûì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}ôóíäàìåíòàëüíà äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Íî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Çíà÷èò, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë

f(x) := lim
n→∞

fn(x) (x ∈ X).

Ëèíåéíîñòü f ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëîâ fn (?). Êðîìå òîãî,
òàê êàê

|f(x)| ≤ sup
n

|fn(x)| ≤ sup
n

∥fn∥ · ∥x∥ ≤ C · ∥x∥,

òî f îãðàíè÷åí. Ñõîäèìîñòü fn
w∗
−→ f � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèîíàëà f. Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü
äîêàçàíî è äëÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 7.10. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ËÍÏ, {xn}∞n=1 ⊂ X. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
xn

w−→ x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . ∥xn∥ ≤ C;

2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ãëîáàëüíîå â X∗ ìíîæåñòâî F , ÷òî äëÿ êàæäîãî f ∈ F
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ðàíåå, ïóñòü π � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå X â X∗∗ (ñì.
îïðåäåëåíèå 7.6). Ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 ⊂ X ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(xn)}∞n=1 ⊂ X∗∗. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

xn
w−→ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π(xn)

w∗
−→ π(x). (7.19)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå xn
w−→ x îçíà÷àåò, ÷òî x∗(xn) → x∗(x), èëè, òî æå

ñàìîå, π(xn)(x
∗) → π(x)(x∗) äëÿ êàæäîãî x∗ ∈ X∗. Íî ïîñëåäíåå ïî îïðåäåëåíèþ

ñëàáîé* ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî π(xn)
w∗
−→ π(x).
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Ïðèñòóïèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì

ñíà÷àëà, ÷òî xn
w−→ x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X. Òîãäà ââèäó (7.19) π(xn)

w∗
−→ π(x) (êàê

ôóíêöèîíàëû), è ïîýòîìó ïî òåîðåìå 7.9 ∥π(xn)∥X∗∗ = ∥xn∥X ≤ C (n = 1, 2, . . .).
Òàêèì îáðàçîì, 1) äîêàçàíî. Óñëîâèå 2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ F = X∗.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {π(xn)}∞n=1 ⊂
X∗∗ âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà 1) è 2) òåîðåìû 7.9. Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ, ïî
ñâîéñòâó 1) äàííîé òåîðåìû ∥π(xn)∥X∗∗ = ∥xn∥X ≤ C (n = 1, 2, . . .). Êðîìå òîãî,
ââèäó óñëîâèÿ 2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {π(xn)}ôóíäàìåíòàëüíà íà F . Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå 7.9 ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x∗∗ ∈ X∗∗, ÷òî π(xn)

w∗
−→ x∗∗. Òàê êàê

ïðîñòðàíñòâî X ðåôëåêñèâíî, òî íàéäåòñÿ x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî x∗∗ = π(x). Òåì
ñàìûì îïÿòü ââèäó (7.19) xn

w−→ x, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ îáùèõ òåîðåì äîêàæåì êðèòåðèé ñëàáîé
ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå lp (1 < p <∞).

Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü 1 < p < ∞. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ lp ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ lp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1. Ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . ∥xn∥p ≤ C;

2. xn → x ïðè n→ ∞ ïîêîîðäèíàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn = (xnk)
∞
k=1, x = (xk)

∞
k=1. Òîãäà x

n → x ïîêîîðäèíàòíî,
åñëè xnk −−−→

n→∞
xk äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó,

÷òî φk(x
n) −−−→

n→∞
φk(x) (k ∈ N), ãäå φk(x) : =xk. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,

÷òî èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ïîêîîðäèíàòíàÿ. Òàê êàê â ñëó÷àå 1 < p <∞
ïðîñòðàíñòâî lp ðåôëåêñèâíî (ñì. � 7.5), òî íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé 1) è 2) âûòåêàåò
èç òåîðåìû 7.10. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè îïÿòü æå ââèäó ýòîé òåîðåìû
íóæíî ïðîâåðèòü ëèøü ãëîáàëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâå lq = lp

∗ (1/p + 1/q = 1)
ìíîæåñòâà F = {ek}∞k=1, ãäå, êàê îáû÷íî, ek � ñòàíäàðòíûå îðòû.

Äëÿ ëþáîãî y ∈ lq, y = (y1, y2, . . .), ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}∞n=1 ∈
λ(F ), îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: yn =

∑n
k=1 ykek. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ

ïðîñòðàíñòâà lq

∥y∥qq =
∞∑
i=1

|yi|q <∞,

òî ïî êðèòåðèþ Êîøè ïðàâàÿ ÷àñòü ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

∥yn − y∥qq =
∞∑

i=n+1

|yi|q

ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥yn − y∥q → 0. Òàêèì îáðàçîì, λ(F ) =
lq, ò.å. F ãëîáàëüíî â lq.
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7.7 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü H � ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä R. Òàê êàê ïî òåîðåìå Ðèññà
5.10 H∗ = H, òî ïîíÿòèÿ ñëàáîé è ñëàáîé* ñõîäèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò.
À èìåííî, xn

w−→ x, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî u ∈ H

(xn, u) −−−→
n→∞

(x, u).

Òåîðåìà 7.12. Ïóñòü xn, x ∈ H (n ∈ N). Òîãäà ∥xn − x∥ → 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ äâà ñâîéñòâà: 1) xn

w−→ x; 2) ∥xn∥ → ∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ∥xn − x∥ → 0, òî 2) âûïîëíÿåòñÿ ââèäó íåïðåðûâíîñòè
íîðìû (ñì. ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1), à 1) � ïî òåîðåìå 7.7.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

∥xn − x∥2 = (xn − x, xn − x) = ∥xn∥2 − 2(xn, x) + ∥x∥2.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞, òî ∥xn − x∥ → 0,
è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 7.5. Ïðèâåñòè ïðèìåð ËÍÏ X, â êîòîðîì óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåé òåîðåìû
íå âåðíî.

Ìû óæå âèäåëè ðàíüøå, ÷òî â îòëè÷èå îò êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, åäèíè÷íûé
øàð â áåñêîíå÷íîìåðíîì ËÍÏ íå ïðåäêîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî
íîðìå (ñì. ñëåäñòâèå 6.3). Òåì ñàìûì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå (è âàæíîå ïðåèìóùåñòâî) ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõîäèìîñòüþ
ïî íîðìå.

Òåîðåìà 7.13. [î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ] Ïðåäïîëîæèì,
÷òî H � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, {xn}∞n=1 ⊂ H, ∥xn∥ ≤
C äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 è ëþáîãî n = 1, 2, . . . . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð
x ∈ H, ÷òî ∥x∥ ≤ C è xnk

w−→ x äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk
} ⊂

{xn}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.18 âH ñóùåñòâóåò òîòàëüíàÿ ÎÍÑ {ek}∞k=1.Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è óñëîâèå òåîðåìû, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ n, k =
1, 2, . . .

|(xn, ek)| ≤ ∥xn∥ · ∥ek∥ ≤ C. (7.20)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xn, e1)}∞n=1 îãðàíè÷åíà.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà îíà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
ò.å. äëÿ íåêîòîðîé {x1n} ⊂ {xn} ñóùåñòâóåò limn→∞(x1n, e1). Ïðèìåíÿÿ çàòåì (7.20)
äëÿ ïðîèçâåäåíèé (x1n, e2) åùå ðàç, ìû îïÿòü ìîæåì âûäåëèòü {x2n} ⊂ {x1n}, òàêóþ,
÷òî ñóùåñòâóåò limn→∞(x2n, e2).Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} ⊃ {x1n} ⊃ {x2n} ⊃ . . . , îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì,
÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N è âñåõ 1 ≤ j ≤ k ñóùåñòâóåò limn→∞(xkn, ej). Ðàññìîòðèì
äèàãîíàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xni

: =xii (i ∈ N). Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ
{xni

}i≥k ⊂ {xkn}∞n=1, òî limi→∞(xni
, ej) ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . ..
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . ââåä¼ì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë fi(x) : =(x, xni
).

Òîãäà ïî óñëîâèþ ∥fi∥H∗ = ∥xni
∥ ≤ C è ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xni

}
äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò limi→∞ fi(ek). Òàê êàê ñèñòåìà {ek} ïîëíà â
H, òî ìíîæåñòâî {ek}∞k=1 òîòàëüíî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. ïðèìåð 7.12). Òîãäà

ïî òåîðåìå 7.9 ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë f ∈ H∗, ÷òî fi
w−→ f. Ââèäó òåîðåìû

Ðèññà 5.10 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: f(y) = (y, x) (y ∈ H).
Òàêèì îáðàçîì, (xni

, y) → (x, y) ïðè i → ∞ äëÿ âñåõ y ∈ H, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
xni

w−→ x. Ïðèìåíÿÿ â î÷åðåäíîé ðàç íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

(x, x) = ∥x∥2 ≤ sup
i

|(xni
, x)| ≤ sup

i
∥xni

∥ · ∥x∥ ≤ C · ∥x∥,

îòêóäà ∥x∥ ≤ C.

Çàäà÷à 7.6. Ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.13 ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ
ñåïàðàáåëüíûõ ËÍÏ.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü òó æå èäåþ, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.13,
çàìåíèâ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó íà ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 7.14. Ïóñòü H � ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H → H �
ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð. Òîãäà, åñëè xn

w−→ x, òî Axn
w−→ Ax.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî y ∈ H

(Axn − Ax, y) = (A(xn − x), y) = (xn − x,A∗y),

ãäå A∗ � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî ïî óñëîâèþ Axn−Ax
w−→ 0⃗ èëè Axn

w−→ Ax.

Òåîðåìà 7.15. Ïóñòü H � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : H → H êîìïàêòåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èç òîãî, ÷òî xn

w−→ 0⃗, ñëåäóåò: ∥Axn∥ → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A êîìïàêòåí. Åñëè óòâåðæäåíèå
òåîðåìû íåâåðíî, òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ H èìååì: xn

w−→ 0⃗
è ∥Axn∥ ̸→ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ⊂ {xn},
òàêèå, ÷òî

∥Axnk
∥ ≥ ε (k = 1, 2, . . . ). (7.21)

Îäíîâðåìåííî xnk

w−→ 0, è çíà÷èò, ïî òåîðåìå 7.14

Axnk

w−→ A(⃗0) = 0⃗ ïðè k → ∞. (7.22)

Êðîìå òîãî, òàê êàê ïî òåîðåìå 7.10 ∥xnk
∥ ≤ C (k = 1, 2, . . .) äëÿ íåêîòîðîãî C > 0,

òî ââèäó êîìïàêòíîñòè A íàéäóòñÿ {xnki
} ⊂ {xnk

} è z ∈ H, òàêèå, ÷òî Axnki
→

z ïî íîðìå. Íî òîãäà Axnki

w−→ z (òåîðåìà 7.7). Òåì ñàìûì, ó÷èòûâàÿ (7.22),
ïîëó÷àåì: z = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥Axnki

∥ → 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ
(7.21).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâîA(S1(⃗0)) ïðåäêîìïàêòíî.
Ïóñòü ∥xn∥ ≤ 1 (n = 1, 2, . . .). Ïî òåîðåìå 7.13 ñóùåñòâóþò âåêòîð x ∈ H, ∥x∥ ≤ 1,
è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk

} ⊂ {xn}, òàêèå, ÷òî xnk

w−→ x. Íî òîãäà ïî óñëîâèþ
Axnk

→ Ax ïî íîðìå H, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Axnk

} ôóíäàìåíòàëüíà. Òåì ñàìûì ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè {xn}, ∥xn∥ ≤ 1 (n =
1, 2, . . .), ìíîæåñòâî A(S1(⃗0)) ïðåäêîìïàêòíî, à îïåðàòîð A êîìïàêòåí.
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Ãëàâà 8

Òåîðåìà Ðèññà�Øàóäåðà è

àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà

8.1 Ñâîéñòâà ðàçíîñòè òîæäåñòâåííîãî

è êîìïàêòíîãî îïåðàòîðîâ.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôåH � ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð âH, ò.å. Ix = x, èA : H → H � ïðîèçâîëüíûé
êîìïàêòíûé îïåðàòîð. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà T := I − A
îáëàäàþò íåêîòîðûìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà 8.1. ßäðî KerT îïåðàòîðà T êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì H1 := KerT = {x ∈ H : Tx = 0⃗}. Íàì íóæíî
äîêàçàòü, ÷òî dim(KerT ) < ∞. Òàê êàê îïåðàòîð T îãðàíè÷åí, òî H1 çàìêíóòî
(?), è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, èíäóöèðîâàííûì èç H. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî
x ∈ H1 âûïîëíåíî: Tx = x − Ax = 0⃗, è òàêèì îáðàçîì, ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà
H1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè SH1

1 (⃗0) � åäèíè÷íûé
øàð ïðîñòðàíñòâà H1, òî A(S

H1
1 (⃗0)) = SH1

1 (⃗0). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê H1 �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H, à îïåðàòîð A êîìïàêòåí íà H, òî îí êîìïàêòåí è
êàê îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà H1. Òåì ñàìûì ìíîæåñòâî SH1

1 (⃗0) ïðåäêîìïàêòíî.
Íàïîìíèì, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òàê êàê îíà ëåæèò â åäèíè÷íîì øàðå
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è èç íåå íåëüçÿ âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H1 êîíå÷íîìåðíî.

Òåîðåìà 8.2. Îáðàç ImT îïåðàòîðà T çàìêíóò â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, íàïîìíèì, ÷òî

ImT := {y ∈ H : Tx = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ H}.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ⊂ H òàêîâà, ÷òî

Txn = xn − Axn → y0. (8.1)

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî Tx0 = y0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ H.
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Òàê êàê ÿäðîKerT � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîH, òî ïî ñëåäñòâèþ
4.10 äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ýëåìåíò zn ∈ KerT , ðåàëèçóþùèé ðàññòîÿíèå
ρ(xn,KerT ), ò. å. òàêîé, ÷òî ρ(xn,KerT ) = ∥xn − zn∥. Îáîçíà÷èâ hn := xn − zn è
âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (8.1), ïîëó÷èì:

Thn = T (xn − zn) = Txn − Tzn = Txn = xn − Axn → y0. (8.2)

Ïðåäïîëîæèì íà âðåìÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hn}∞n=1 îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå
H, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî C > 0

∥Thn∥ ≤ C (n = 1, 2, . . .). (8.3)

Òîãäà, òàê êàê îïåðàòîð A êîìïàêòåí, ñóùåñòâóþò {hnk
} ⊂ {hn} è z ∈ H, òàêèå,

÷òî Ahnk
→ z. Íî òîãäà ââèäó (8.2) hnk

= Thnk
+ Ahnk

→ y0 + z. Îïåðàòîð T
íåïðåðûâåí, è çíà÷èò, Thnk

→ T (y0+ z). Îòñþäà è èç (8.2) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
ïðåäåëà T (y0 + z) = y0, è òåì ñàìûì y0 ∈ ImT.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò
çàâåðøåíî, êàê òîëüêî ìû äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (8.3). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 8.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,M � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
x ∈ X.

Òîãäà x⊥M, åñëè è òîëüêî, åñëè äëÿ âñåõ y ∈M

∥x∥ ≤ ∥x+ y∥. (8.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ H ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (íàïîìíèì,
÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî):

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2(x, y). (8.5)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî x⊥M, òî îòñþäà äëÿ ëþáîãî y ∈M ñëåäóåò: ∥x+ y∥2 =
∥x∥2 + ∥y∥2 ≥ ∥x∥2, è, çíà÷èò, ñîîòíîøåíèå (8.4) âûïîëíåíî.

Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, èìååì (8.4). Åñëè x ̸ ⊥M, òî ñóùåñòâóåò òàêîé y0 ∈M ,
÷òî (x, y0) ̸= 0. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî (x, y0) < 0. Äëÿ ïîêà ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (8.5) â ñëó÷àå y = εy0. Òîãäà

∥x+ εy0∥2 = ∥x∥2 + ε(2(x, y0) + ε∥y0∥2). (8.6)

Òàê êàê (x, y0) < 0, òî ε > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî òàê, ÷òî 2(x, y0) + ε∥y0∥2 < 0.
Èç ðàâåíñòâà (8.6) òîãäà ñëåäóåò: ∥x + εy0∥2 < ∥x∥2. Ââèäó òîãî, ÷òî εy0 ∈ M,
ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (8.4).

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.2. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

hn⊥KerT (n = 1, 2, . . . ). (8.7)

Ïî ëåììå 8.1 ýòî áóäåò äîêàçàíî, åñëè ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈
KerT âûïîëíåíî: ∥hn∥ ≤ ∥hn+y∥. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ îò
ýëåìåíòà äî ìíîæåñòâà

∥hn + y∥ = ∥xn − (zn − y)∥ ≥ ρ(xn,KerT ) = ∥xn − zn∥ = ∥hn∥.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (8.3) íå âûïîëíåíî íè ïðè êàêîì C > 0; èíà÷å
ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hnk

} ⊂ {hn}, ÷òî ∥hnk
∥ → ∞.

Ïóñòü ek :=
hnk

∥hnk
∥ (k = 1, 2, . . . ). Òîãäà ∥ek∥ = 1 è Tek =

Thnk

∥hnk
∥ (k = 1, 2, . . . ).

Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ, ââèäó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà A ñóùåñòâóåò {eki} ⊂ {ek},
äëÿ êîòîðîé Aeki → s ∈ H. Âî-âòîðûõ (ñì. (8.2)), Tek → 0⃗. Òåì ñàìûì

eki = Aeki + Teki → s. (8.8)

Òàê êàê A íåïðåðûâåí, òî îòñþäà Aeki → As, è, çíà÷èò, As = s. Òàêèì îáðàçîì,
Ts = s − As = 0⃗, ò.å. s ∈ KerT . Ó÷èòûâàÿ (8.7), îòñþäà ïîëó÷àåì: (hn, s) = 0,
à, çíà÷èò, (eki , s) = 0 (i = 1, 2, . . . ). Íî òîãäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (8.8) s = 0⃗. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (8.8) è
íåïðåðûâíîñòè íîðìû ïîëó÷àåì: ∥s∥ = 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
íàøå ïðåäïîëîæåíèå î íåîãðàíè÷åííîñòè {hn} â H íåâåðíî, ò.å. ñîîòíîøåíèå (8.3)
âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0, è òåîðåìà äîêàçàíà.

8.2 Òåîðåìà Ðèññà�Øàóäåðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ
è óðàâíåíèé. Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò ðåøåíèå ïðè
ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå,
÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.
Òåì íå ìåíåå, åñëè T � îòîáðàæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàçíîñòüþ òîæäåñòâåííîãî è
êîìïàêòíîãî îïåðàòîðîâ, òî äëÿ óðàâíåíèé Tx = y è Tx = 0⃗ âûïîëíåíî â òî÷íîñòè
òî æå ñàìîå, ÷òî è â êîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè. Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå
ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 8.3. [Ðèññ�Øàóäåð] Ïóñòü H � ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
T = I − A, ãäå I : H → H � òîæäåñòâåííûé, à A : H → H � êîìïàêòíûé
îïåðàòîð.

Òîãäà îïåðàòîð T èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñþðúåêòèâåí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ äâå ëåììû.

Ëåììà 8.2. Ïóñòü T � ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
E, êîòîðûé èíúåêòèâåí, íî íå ñþðúåêòèâåí (ò.å. KerT = {⃗0}, à T (E) ̸= E).

Òîãäà T (T (E))
̸=
⊂ T (E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T (E) ̸= E, òî íàéäåòñÿ x0 ∈ E\T (E). Òîãäà y0 := Tx0 ∈
T (E). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî, ò.å. T (T (E)) = T (E),
òî îäíîâðåìåííî y0 ∈ T (T (E)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî x1 ∈ T (E) èìååì:
Tx1 = y0. Â èòîãå Tx0 = Tx1 = y0, íî x0 ̸= x1 (òàê êàê x0 ̸∈ T (E), à x1 ∈ T (E)).
Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà T.

Äàëåå ÷åðåç T ∗ (à íå ÷åðåç T̃ ∗, êàê ðàíåå) áóäåì îáîçíà÷àòü ýðìèòîâî�ñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð ê îïåðàòîðó T : H → H. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ.
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Çàäà÷à 8.1. Äîêàçàòü ÷òî a) (T1 ± T2)
∗ = T ∗

1 ± T ∗
2 , b) (T

∗)∗ = T, c) I∗ = I (I �
òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð).

Ëåììà 8.3. Ïóñòü H � ïîëíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, T = I − A, ãäå
I : H → H � òîæäåñòâåííûé, à A : H → H � êîìïàêòíûé îïåðàòîð.

Òîãäà ImT = (KerT ∗)⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y ∈ ImT, òî y = Tx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ H. Òàê êàê äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî z ∈ KerT ∗

(y, z) = (Tx, z) = (x, T ∗z) = 0,

òî y ∈ (KerT ∗)⊥, è âëîæåíèå ImT ⊂ (KerT ∗)⊥ äîêàçàíî.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî

(ImT )⊥ ⊂ KerT ∗. (8.9)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z ∈ (ImT )⊥, òî ïî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ
è îáðàçà îïåðàòîðà (T ∗z, u) = (z, Tu) = 0 äëÿ êàæäîãî u ∈ H. Â ÷àñòíîñòè,
(T ∗z, T ∗z) = 0, îòêóäà T ∗z = 0⃗, ò.å. z ∈ KerT ∗. Òåì ñàìûì âëîæåíèå (8.9)
äîêàçàíî. Ïðèìåíèâ îïåðàöèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (8.9),
ïîëó÷èì:

(KerT ∗)⊥ ⊂ (ImT )⊥⊥.

Òàê êàê ïî òåîðåìå 8.2 îáðàç ImT çàìêíóò, òî (ImT )⊥⊥ = ImT (ñì. óïðàæíåíèå
4.14). Ñëåäîâàòåëüíî, (KerT ∗)⊥ ⊂ ImT, è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îïåðàòîð T èíúåêòèâåí.

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî, ò.å. H1 := T (H)
̸=
⊂ H, òî ïî

ëåììå 8.2 H2 := T (H1)
̸=
⊂ H1. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè,

ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Hk := T (Hk−1) (k ≥ 2), òàêóþ, ÷òî

Hk

̸=
⊂ Hk−1. Ïî òåîðåìå 8.2 Hk ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

ïîëíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Hk−1 äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, . . . , ãäå H0 :=
H (ðàçóìååòñÿ, îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî èç H).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà 4.23Hk−1 = Hk⊕H⊥

k , ãäåH
⊥
k � îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê Hk â Hk−1 (k = 1, 2, . . . ).

Òàê êàê Hk

̸=
⊂ Hk−1, òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð xk ∈ H⊥

k , ÷òî xk ̸= 0⃗. Òîãäà
ek :=

xk

∥xk∥
∈ H⊥

k è ∥ek∥ = 1. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . .

ρ(ek, Hk) = 1. (8.10)

Âî-ïåðâûõ, òàê êàê ek ⊥Hk, òî ïî ëåììå 8.1

ρ(ek, Hk) = inf
z∈Hk

∥ek − z∥ ≥ ∥ek∥ = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ρ(ek, Hk) ≤ ∥ek − 0⃗∥ = 1.
Äàëåå, òàê êàê îïåðàòîðA êîìïàêòåí, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{eki} ⊂ {ek}, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Aeki}ôóíäàìåíòàëüíà, îòêóäà, â ÷àñòíîñòè,

∥Aeki+1
− Aeki∥ → 0 ïðè i→ ∞. (8.11)

142



Â òî æå âðåìÿ, eki ∈ H⊥
ki
è, êàê ëåãêî âèäåòü, ââèäó îïðåäåëåíèé eki+1

− Teki+1
+

Teki ∈ Hki . Ïîýòîìó èç (8.10) ñëåäóåò:

∥Aeki+1
− Aeki∥ = ∥eki − (eki+1

− Teki+1
+ Teki)∥ ≥ ρ(eki , Hki) = 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (8.11), è, çíà÷èò, T (H) = H,
ò.å. îïåðàòîð T ñþðúåêòèâåí.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Åñëè ImT = H, òî ââèäó ëåììû 8.3 (KerT ∗)⊥ = H, îòêóäà
KerT ∗ = {⃗0}. Òàê êàê T ∗ = I − A∗ (ñì. óïðàæíåíèå 8.1), à îïåðàòîð A∗ ïî
ñëåäñòâèþ 6.19 êîìïàêòåí, òî, ïðèìåíÿÿ óæå äîêàçàííóþ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû
ê T ∗, ïîëó÷èì: ImT ∗ = H. Íî òîãäà îïÿòü ïî ëåììå 8.3 (KerT ∗∗)⊥ = H, îòêóäà
ââèäó ðàâåíñòâà T ∗∗ = T ñëåäóåò: KerT = {⃗0}, è òåîðåìà äîêàçàíà.

8.3 Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà

â ïðîñòðàíñòâå L2[a, b].

Ïóñòü a < b è P := [a, b]× [a, b]. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâàõ ýòîãî
ïàðàãðàôà áóäåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ôóáèíè îá èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ
â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå Ëåáåãà (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â êóðñå "Èíòåãðàë Ëåáåãà" èëè
â [1, ãë. 12, � 3]).

Òåîðåìà 8.4. [Ôóáèíè] Ïóñòü ôóíêöèÿ f(s, t) èçìåðèìà ïî Ëåáåãó íà êâàäðàòå
P. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ôóíêöèÿ f(s, t) ∈ L1(P ), ò.å.
∫∫

P
|f(s, t)| dsdt <∞.

2. Äëÿ ï.â. t ∈ [a, b] f(·, t) ∈ L1[a, b] è, êðîìå òîãî,
∫ b

a
|f(s, t)| ds ∈ L1[a, b] êàê

ôóíêöèÿ îò s.
Ïðè âûïîëíåíèè êàæäîãî èç ýòèõ óñëîâèé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:∫∫

P

f(s, t) dsdt =

∫ b

a

∫ b

a

f(s, t) ds dt =

∫ b

a

∫ b

a

f(s, t) dt ds. (8.12)

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ K(s, t) ∈ L2(P ). Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå
L2[a, b] îïåðàòîð

Ax(s) :=

∫ b

a

K(s, t)x(t) dt. (8.13)

Êàê è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñì.
� 5.7), ìû áóäåì íàçûâàòü åãî èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ñ ÿäðîì
K(s, t).

Òåîðåìà 8.5. Ñîîòíîøåíèå (8.13) îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé è îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé èç L2[a, b] â L2[a, b]. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∥A∥L2→L2 ≤ ∥K∥L2(P ). (8.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ K(s, t) èçìåðèìà íà P, òî ïî
òåîðåìå 8.4 äëÿ ï.â. s ∈ [a, b]ôóíêöèÿK(s, ·)x(·) èçìåðèìà íà [a, b], êàê ïðîèçâåäåíèå
èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äëÿ êàæäîé x ∈ L2[a, b] [1, ãë. 4, � 2]. Ïîêàæåì, ÷òî, áîëåå
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òîãî, äëÿ ï.â. s ∈ [a, b] ôóíêöèÿ K(s, ·)x(·) ∈ L1[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî∫ b

a

|K(s, t)x(t)| dt ≤
(∫ b

a

K(s, t)2 dt
)1/2

·
(∫ b

a

x(t)2 dt
)1/2

. (8.15)

Òàê êàê ïî òåîðåìå 8.4 ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðè ï.â. s ∈ [a, b] êîíå÷íà,
òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î åãî ïðàâîé ÷àñòè. Òåì ñàìûì îïåðàòîð (8.13)
îïðåäåëåí êîððåêòíî. Ëèíåéíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
ëèãåéíîñòè èíòåãðàëà, à îãðàíè÷åííîñòü áóäåò äîêàçàíà, êàê òîëüêî áóäåò ïîëó÷åíî
íåðàâåíñòâî (8.14).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé x ∈ L2[a, b] ââèäó îöåíêè (8.15) è îïÿòü òåîðåìû 8.4

∥Ax∥22 =

∫ b

a

(Ax(s))2 ds ≤
∫ b

a

(∫ b

a

|K(s, t)x(t)| dt
)2
ds

≤
∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)2 dt ds · ∥x∥22 =
∫∫

P

K(s, t)2 dtds · ∥x∥22 = ∥K∥2L2(P ) · ∥x∥22.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ (8.14).

Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, A∗ � ýðìèòîâî�ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
ê îïåðàòîðó A, îãðàíè÷åííîìó â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 8.6. Ýðìèòîâî�ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A, îïðåäåëåííîìó ñîîòíîøåíèåì
(8.13), ÿâëÿåòñÿ òàêæå èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ñ òðàíñïîíèðîâàííûì
ÿäðîì, ò.å.

A∗x(s) =

∫ b

a

K(t, s)x(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé x, y ∈
L2[a, b] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(Ax, y) = (x,A∗y). (8.16)

Òàê êàê

(Ax, y) =

∫ b

a

Ax(s)y(s) ds =

∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)x(t)y(s) dt ds, (8.17)

à

(x,A∗y) =

∫ b

a

∫ b

a

K(t, s)x(s)y(t) dt ds =

∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)x(t)y(s) ds dt, (8.18)

òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â îäíîì èç ýòèõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ èçìåíèòü ïîðÿäîê
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ôóíêöèÿ f(s, t) := K(s, t)x(t)y(s) èçìåðèìà íà
P êàê ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, îíà ñóììèðóåìà, òàê êàê
ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è òåîðåìû 8.4∫∫

P

|f(s, t)| dsdt ≤ ∥K∥L2(P ) ·
(∫∫

P

x(s)2y(t)2 dsdt

)1/2

= ∥K∥L2(P ) · ∥x∥2 · ∥y∥2 <∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ â î÷åðåäíîé ðàç òåîðåìó Ôóáèíè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
èíòåãðàëîâ (8.17) è (8.18). Òåì ñàìûì (8.16) äîêàçàíî.
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Ñëåäñòâèå 8.1. ÅñëèK(s, t) = K(t, s) äëÿ âñåõ s ∈ [a, b] è t ∈ [a, b], òî èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, ò.å. A∗ = A.

Òåîðåìà 8.7. Îïåðàòîð A : L2[a, b] → L2[a, b], îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíèåì
(8.13), êîìïàêòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L2[a, b]� ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
òî ïî òåîðåìå 7.15 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü èìïëèêàöèþ:

èç xn ∈ L2[a, b], xn
w−→ 0 ñëåäóåò: ∥Axn∥2 → 0. (8.19)

Åñëè xn
w−→ 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2[a, b] äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè y ∈ L2[a, b]

(xn, y) =

∫ b

a

xn(t)y(t) dt→ 0.

Òàê êàê ïî òåîðåìå 8.4 ôóíêöèÿ K(s, ·) ∈ L2[a, b] ïðè ï.â. s ∈ [a, b], òî îòñþäà, â
÷àñòíîñòè,

zn(s) :=

∫ b

a

K(s, t)xn(t) dt→ 0 ïðè ï.â. s ∈ [a, b].

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
zn → 0 ï.â. íà [a, b]. (8.20)

Êðîìå òîãî, òàê êàê xn
w−→ 0, òî ïî òåîðåìå 7.10 ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ n ∈ N ∥xn∥2 ≤ C. Ïîýòîìó ââèäó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ï.â.
s ∈ [a, b]

zn(s)
2 =

(∫ b

a

K(s, t)xn(t) dt
)2

≤
∫ b

a

K(s, t)2 dt · ∥xn∥22 ≤ CF (s),

ãäå F (s) :=
∫ b

a
K(s, t)2 dt. Ïî òåîðåìå 8.4∫ b

a

F (s) ds =

∫ b

a

∫ b

a

K(s, t)2 dtds = ∥K∥2L2(P ) <∞,

ò.å. F ∈ L1[a, b]. Òàê êàê ââèäó (8.20) z
2
n → 0 ï.â. íà [a, b], òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èçìåðèìûõ ôóíêöèé {z2n}∞n=1 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ñì. òåîðåìó 3.9). Â èòîãå

∥Axn∥22 =
∫ b

a

z2n(s) ds→ 0,

è èìïëèêàöèÿ (8.19) äîêàçàíà.

8.4 Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-îãî ðîäà

è ñâîéñòâà èõ ðåøåíèé.

Çäåñü ìû ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ê ðåøåíèþ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïóñòü K(s, t) ∈ L2(P ), ãäå P = [a, b] × [a, b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈
L2[a, b] è ÷èñëî λ ∈ Rôèêñèðîâàíû. Ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî íàçûâàþò èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2�îãî ðîäà:

x(s)− λ

∫ b

a

K(s, t)x(t) dt = f(s). (8.21)

Åãî ðåøåíèåì íàçûâàþò ëþáóþ ôóíêöèþ x ∈ L2[a, b], ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîé
îíî îáðàùàåòñÿ ïðè ï.â. s ∈ [a, b] â âåðíîå ðàâåíñòâî. Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå
è ïàðà ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé èìåþò âèä:

x(s)− λ

∫ b

a

K(s, t)x(t) dt = 0, (8.22)

x(s)− λ

∫ b

a

K(t, s)x(t) dt = f(s), (8.23)

x(s)− λ

∫ b

a

K(t, s)x(t) dt = 0. (8.24)

Åñëè òåïåðü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,

Ax(s) :=

∫ b

a

K(s, t)x(t) dt,

Ix(t) = x(t), T = I − λA, òî T ∗ = I − λA∗, è óðàâíåíèÿ (8.21) � (8.24) ïðèíèìàþò
îïåðàòîðíûé âèä: Tx(s) = f(s), Tx(s) = 0, T ∗x(s) = f(s) è T ∗x(s) = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 8.8. Óðàâíåíèå (8.21) èìååò ðåøåíèå ñ "ïðàâîé ÷àñòüþ" f ∈ L2[a, b]
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f îðòîãîíàëüíà êî âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ
(8.24).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (8.21) èìååò ðåøåíèå
ñ "ïðàâîé ÷àñòüþ" f ∈ L2[a, b], åñëè è òîëüêî, åñëè f ∈ ImT. Òàê êàê ââèäó
ëåììû 8.3 ImT = (KerT ∗)⊥, òî ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f ∈ (KerT ∗)⊥.
Òàê êàê KerT ∗ � ýòî â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîïðÿæåííîãî îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (8.24), òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8.9. [Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà.]
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (8.21) èìåëî ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëüíîé "ïðàâîé

÷àñòüþ" f ∈ L2[a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
(8.22) èìåëî ëèøü òðèâèàëüíîå (íóëåâîå) ðåøåíèå.

Ïðè ýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.21) äëÿ ëþáîé "ïðàâîé ÷àñòè" åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïî òåîðåìå 8.7 îïåðàòîð A êîìïàêòåí, òî àíàëîãè÷íûì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò è îïåðàòîð λA. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó òåîðåìû 8.3 ImT =
L2[a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà KerT = {⃗0}. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïåðâîå èç
ýòèõ ðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî óðàâíåíèå (8.21) èìååò ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëüíîé
"ïðàâîé ÷àñòüþ" , à âòîðîå � òîìó, ÷òî óðàâíåíèå (8.22) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.21) ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, â êîòîðîì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-îãî ðîäà
ðåøàåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòî.

Ïðèìåð 8.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿäðîK(s, t) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8.21) ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííûì, ò.å.

K(s, t) =
n∑

i=1

Pi(s)Qi(t), Pi, Qi ∈ L2[a, b] (i = 1, 2, . . . , n).

Ïîäñòàâèâ K(s, t) â (8.21), ïîëó÷èì:

x(s)− λ

n∑
i=1

Pi(s)

∫ b

a

Qi(t)x(t) dt = f(s).

Îáîçíà÷èì qi(x) :=
∫ b

a
Qi(t)x(t) dt (i = 1, 2, . . . , n) (ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèîíàëû

íà ïðîñòðàíñòâå L2[a, b]). Óìíîæèâ çàòåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà Qj(s)
è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî îòðåçêó [a, b], ïðèäåì ê ðàâåíñòâó:

qj(x)− λqi(x)
n∑

i=1

∫ b

a

Pi(s)Qj(s) ds =

∫ b

a

f(s)Qj(s) ds

èëè ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî qj(x) (j = 1, 2, . . . , n)

qj(x)− λ

n∑
i=1

aijqi(x) = bj,

ãäå aij :=
∫ b

a
Pi(s)Qj(s) ds, à bj :=

∫ b

a
f(s)Qj(s) ds (i, j = 1, 2, . . . , n). Åñëè ïîñëåäíÿÿ

ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (qj(x))
n
j=1, òî ôóíêöèÿ x(s) := λ

∑n
i=1 qi(x)Pi(s)+f(s) áóäåò

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.21).
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Ãëàâà 9

Ýëåìåíòû ñïåêòðàëüíîé òåîðèè

9.1 Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ è åãî ñâîéñòâà.

Âñþäó â ýòîé ãëàâå X � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, à
L(X) := L(X,X)� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
T : X → X ñ íîðìîé ∥T∥ = sup∥x∥≤1 ∥Tx∥. Â äàëüíåéøåì íåîäíîêðàòíî áóäåò
ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.1. Óìíîæåíèå ñëåâà è ñïðàâà â L(X) íåïðåðûâíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé
íîðìû, ò.å. åñëè ∥An−A∥ → 0 è C ∈ L(X), òî ∥CAn−CA∥ → 0 è ∥AnC−AC∥ →
0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê

∥AnC − AC∥ = ∥(An − A)C∥ ≤ ∥An − A∥ · ∥C∥,

òî èç óñëîâèÿ ñëåäóåò: ∥AnC−AC∥ → 0. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ è íåïðåðûâíîñòü
ñëåâà.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(X), ∥A∥ < 1, Ix =
x. Òîãäà îïåðàòîð I − A îáðàòèì, è îáðàòíûé ê íåìó îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:

(I − A)−1 =
∞∑
n=0

An, (9.1)

ãäå A0 := I, à An := A · A · A · · · · · A︸ ︷︷ ︸
n

(n ∈ N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì

Sk :=
k∑

n=0

An (k = 1, 2, . . . )

ðÿäà èç ïðàâîé ÷àñòè (9.1) ôóíäàìåíòàëüíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k,m ∈ N îöåíèì

∥Sm+k − Sk∥ =
∥∥∥ m+k∑

n=k+1

An
∥∥∥ ≤

m+k∑
n=k+1

∥A∥n =
∥A∥k+1(1− ∥A∥m)

1− ∥A∥
≤ ∥A∥k+1.
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Òàê êàê ∥A∥ < 1, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sk}∞k=1 ôóíäàìåíòàëüíà è ïîýòîìó
èìååò ïðåäåë â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L(X) (ñì. òåîðåìó 5.3). Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç S. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî S = (I − A)−1.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òàê êàê ∥A∥k → 0 ïðè k → ∞, òî

(I − A)Sk =
k∑

n=0

An −
k+1∑
n=1

An = I − Ak+1 → I.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 9.1 (I−A)Sk → (I−A)S. Òàêèì îáðàçîì, (I−A)S = I.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî S(I − A) = I. Òåì ñàìûì òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.1. Åñëè A ∈ L(X), òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ∈ C ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé îïåðàòîð (I − tA)−1, è, êðîìå òîãî, (I − tA)−1 → I ïðè t→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÅñëèA = Θ (íóëåâîé îïåðàòîð), óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïîýòîìó
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî A ̸= Θ.

Ïóñòü |t| < 1/∥A∥. Òîãäà ∥tA∥ < 1, è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.2 îïåðàòîð (I−tA)−1

ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, åñëè z(t) := (I − tA)−1, òî îïÿòü ââèäó òåîðåìû 9.2

z(t) = I +
∞∑
n=1

(tA)n.

Òàê êàê ∥∥∥ ∞∑
n=1

(tA)n
∥∥∥ ≤

∞∑
n=1

(|t|∥A∥)n =
|t|∥A∥

1− |t|∥A∥
→ 0 ïðè t→ 0,

òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðåäûäóùåì ðàâåíñòâå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â îïåðàòîðíîé
íîðìå. Ñëåäîâàòåëüíî, z(t) → I.

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü îïåðàòîð A0 ∈ L(X) îáðàòèì, à îïåðàòîð A ∈ L(X)
òàêîé, ÷òî ∥A∥ < 1

∥A−1
0 ∥ . Òîãäà îïåðàòîð A1 := A0 + A òàêæå îáðàòèì è A−1

1 =

(I + A−1
0 A)−1 · A−1

0 .
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî U âñåõ îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ

â X îòêðûòî â L(X), à ìíîæåñòâî F âñåõ íåîáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì C := −A−1
0 A. Òîãäà ïî óñëîâèþ ∥C∥ ≤ ∥A∥∥A−1

0 ∥ <
1, è çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.2 ñóùåñòâóåò (I − C)−1. Òàê êàê

A1 = A0 + A = A0(I + A−1
0 A) = A0(I − C),

à ïðîèçâåäåíèå îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ � îáðàòèìûé îïåðàòîð, òîA1 òàêæå îáðàòèì,
è

A−1
1 = (A0(I − C))−1 = (I − C)−1A−1

0 = (I + A−1
0 A)−1 · A−1

0 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãîA0 ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî øàð (îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðíîé íîðìû) Sr(A0) ⊂ U . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî U îòêðûòî. Ìíîæåñòâî
F çàìêíóòî â L(X), êàê äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà.
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9.2 Ñïåêòð è ðåçîëüâåíòà ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî

îïåðàòîðà â ËÍÏ è èõ ñâîéñòâà.

Ïóñòü X �- ËÍÏ íàä ïîëåì C, A : X → X � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
è, êàê è ðàíåå, I : X → X � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ñïåêòðîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

σ(A) := {λ ∈ C : îïåðàòîð λI − A íå îáðàòèì}.

Äîïîëíåíèå σ(A) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò.å. ìíîæåñòâî ρ(A) := C \ σ(A),
íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà A. Èíà÷å ãîâîðÿ, ρ(A) � ýòî
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ λ ∈ C, ÷òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A(λ) := (λI − A)−1. Òåì
ñàìûì íà ρ(A) îïðåäåëåíî îïåðàòîðíî-çíà÷íîå îòîáðàæåíèå λ 7→ A(λ) ∈ L(X),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ ∈ σ(A), ò.å. îïåðàòîð λI − A íå îáðàòèì. Äëÿ ýòîãî
åñòü äâå âîçìîæíîñòè: ëèáî ýòîò îïåðàòîð íå èíúåêòèâåí, ëèáî èíúåêòèâåí, íî
íå ñþðúåêòèâåí. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ïîëó÷àþò äâå ÷àñòè ñïåêòðà.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Òî÷å÷íûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà A íàçûâàþò ìíîæåñòâî

σp(A) := {λ ∈ C : Ker (λI − A) ̸= {⃗0}}.

Èíà÷å, λ ∈ σp(A), åñëè íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ X, ÷òî Ax =
λx. Ëþáîé òàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Îñòàòî÷íûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà A íàçûâàþò ìíîæåñòâî

σr(A) := {λ ∈ C : Ker (λI − A) = {⃗0} è Im (λI − A) ̸= X}.

Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ
÷àñòè: ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî, òî÷å÷íûé è îñòàòî÷íûé ñïåêòðû.

Ëåììà 9.2. Äëÿ ëþáîãî A ∈ L(X) ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ρ(A) îòêðûòî, à
ðåçîëüâåíòà A(λ) = (λI−A)−1 íåïðåðûâíà íà ρ(A). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:
åñëè λ0, λ ∈ ρ(A) è λ→ λ0, òî ∥A(λ)− A(λ0)∥L(X) → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ0 ∈ ρ(A), òî ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóåò îïåðàòîðA(λ0) =
(λ0I − A)−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |λ− λ0| < 1

∥A(λ0)∥ . Òîãäà

∥(λI − A)− (λ0I − A)∥ = |λ− λ0| <
1

∥A(λ0)∥
,

è, çíà÷èò, ââèäó ñëåäñòâèÿ 9.2 îïåðàòîð λI−A îáðàòèì, ò.å. λ ∈ ρ(A). Òåì ñàìûì
ρ(A) îòêðûòî. Êðîìå òîãî, åñëè λ = λ0 +∆λ, òî

A(λ) = ((λ0I−A)+∆λI)−1 = ((λ0I−A)(I+∆λA(λ0)))
−1 = (I−∆λ(−A(λ0)))−1A(λ0).

Ïî ñëåäñòâèþ 9.1 (I − ∆λ(−A(λ0)))−1 → I ïðè ∆λ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èç
ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ââèäó ëåììû 9.1 ïîëó÷àåì, ÷òî A(λ) → I · A(λ0) =
A(λ0).
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Ëåììà 9.3. Ïóñòü λ, µ ∈ ρ(A). Òîãäà
1) A(λ) · A(µ) = A(µ) · A(λ);
2) A(λ)− A(µ) = (µ− λ)A(λ) · A(µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A(λ) · A(µ) = (λI − A)−1(µI − A)−1 = ((µI − A)(λI − A))−!

= ((λI − A)(µI − A))−! = A(µ) · A(λ).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî çàìåòèì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ââèäó óæå äîêàçàííîãî
ðàâåíñòâà

A(λ) = A(λ) · A(µ) · (µI − A) = A(µ) · A(λ) · (µI − A),

à ñ äðóãîé,
A(µ) = A(µ) · A(λ) · (λI − A).

Òåì ñàìûì

A(λ)− A(µ) = A(µ) · A(λ) · (µI − A)− A(µ) · A(λ) · (λI − A) = (µ− λ)A(µ) · A(λ).

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ïóñòü f : Ω → X, ãäå Ω ⊂ C îòêðûòî, à X � ËÍÏ. Åñëè â
òî÷êå λ0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λ→λ0

f(λ)− f(λ0)

λ− λ0

(â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå X), òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â
òî÷êå λ0 è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(λ0).

Òåîðåìà 9.2. Ðåçîëüâåíòà A(λ) êàê îòîáðàæåíèå èç ρ(A) â L(X) èìååò ïðîèçâîäíóþ
â êàæäîé òî÷êå λ0 ∈ ρ(A), è, êðîìå òîãî, A′(λ0) = −A(λ0)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ëåìì 9.3, 9.2 è 9.1 èìååì:

A′(λ0) = lim
λ→λ0

A(λ)− A(λ0)

λ− λ0
= − lim

λ→λ0

(
A(λ)A(λ0)

)
= − lim

λ→λ0

A(λ) · A(λ0) = −A(λ0)2.

Òåîðåìà 9.3. Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà f ∈ L(X)∗ ôóíêöèÿ
F (λ) := f(A(λ)) àíàëèòè÷íà íà ρ(A), è, êðîìå òîãî, lim|λ|→∞ F (λ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí, òî
ââèäó ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ ëþáîé òî÷êè λ0 ∈ ρ(A)

F ′(λ0) = lim
λ→λ0

F (λ)− F (λ0)

λ− λ0
= lim

λ→λ0

f

(
A(λ)− A(λ0)

λ− λ0

)
= −f(A(λ0)2).

Òåì ñàìûì ôóíêöèÿ F (λ) àíàëèòè÷íà íà ρ(A).
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Äàëåå, îöåíèì

|F (λ)| = |f(A(λ))| ≤ ∥f∥L(X)∗∥(λI − A)−1∥L(X).

Òàê êàê ââèäó ñëåäñòâèÿ 9.1

∥(λI − A)−1∥L(X) =
1

|λ|

∥∥∥(I − 1

λ
A
)−1∥∥∥

L(X)
→ 0,

åñëè |λ| → ∞, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ òîæå ê íóëþ.
Â èòîãå lim|λ|→∞ F (λ) = 0, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ∈ L(X) åãî ñïåêòð σ(A) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì
êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â C. Ïðè ýòîì

max
λ∈σ(A)

|λ| ≤ ∥A∥. (9.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî σ(A) ̸= ∅. Åñëè ïðåäïîëîæèòü,
÷òî σ(A) = ∅, òî ðåçîëüâåíòà A(λ) = (λI − A)−1 áóäåò îïðåäåëåíà íà âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ïî òåîðåìå 9.3 ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F (λ) := f(A(λ))
áóäåò àíàëèòè÷íà íà C, ò.å. áóäåò öåëîé ôóíêöèåé äëÿ êàæäîãî f ∈ L(X)∗. Êðîìå
òîãî, ïî òîé æå òåîðåìå lim|λ|→∞ F (λ) = 0. Íî òîãäà ââèäó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ èç
êóðñà òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé [7, ãë. 2, � 6] F (λ) ≡ 0, èëè èíà÷å
f(A(λ)) ≡ 0 äëÿ âñåõ f ∈ L(X)∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 7.2 èç òåîðåìû
Õàíà�Áàíàõà A(λ) ≡ Θ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîìïàêòíîñòè σ(A) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Îãðàíè÷åííîñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì
ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (9.2). ×òîáû äîêàçàòü (9.2), âîçüìåì òàêîå λ ∈ C, ÷òî
|λ| > ∥A∥. Åñëè C := 1

λ
A, òî ∥C∥ < 1, è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.2 îïåðàòîð

λI−A = λ(I−C) îáðàòèì. Òàêèì îáðàçîì, λ ̸∈ σ(A), åñëè |λ| > ∥A∥, è òåì ñàìûì
íåðàâåíñòâî (9.2) äîêàçàíî. Çàìêíóòîñòü σ(A) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà
σ(A) = C \ ρ(A) è òîãî, ÷òî ïî ëåììå 9.2 ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ρ(A) îòêðûòî.

9.3 Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà è åãî âû÷èñëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì îïåðàòîðàA ∈ L(X) íàçûâàþò âåëè÷èíó

r(A) := max
λ∈σ(A)

|λ|.

Èíà÷å ãîâîðÿ, r(A) � ðàäèóñ íàèìåíüøåãî êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåãî ìíîæåñòâî σ(A).

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê ïî òåîðåìå 9.4
ñïåêòð σ(A) êîìïàêòåí. Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (9.2), äîêàçàííîãî â òîé æå
òåîðåìå, ñëåäóåò:

r(A) ≤ ∥A∥. (9.3)

Ïîëó÷èì òî÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà.
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Òåîðåìà 9.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîãî A ∈ L(X)
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

r(A) = lim
n→∞

n
√

∥An∥. (9.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ∈ C òàêîâî, ÷òî |λ| > ∥A∥. Òîãäà ïî òåîðåìå 9.2
îïåðàòîð λI − A îáðàòèì è, êðîìå òîãî, îí ïðåäñòàâèì â âèäå:

A(λ) = (λI − A)−1 = λ−1
(
I − 1

λ
A
)−1

=
∞∑
n=0

An

λn+1
.

Ïóñòü f ∈ L(X)∗ ïðîèçâîëåí. Òîãäà, òàê êàê f ëèíååí è íåïðåðûâåí, òî èç
ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò:

F (λ) := f(A(λ)) =
∞∑
n=0

f(An)

λn+1
(|λ| > ∥A∥). (9.5)

Ôóíêöèè èç ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà (9.5) àíàëèòè÷íû íà ìíîæåñòâå {λ ∈
C : |λ| > ∥A∥}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà è òåîðåìå 9.3 ôóíêöèÿ
F (λ) àíàëèòè÷íà íà á�îëüøåì ìíîæåñòâå {λ ∈ C : |λ| > r(A)}. Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà çäåñü ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà, êîòîðûé ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè èç êóðñà
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé [7, ãë. 2, � 6] äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ðÿäîì,
ñòîÿùèì ñïðàâà â (9.5). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (9.5) ñïðàâåäëèâî, à ñîîòâåòñòâóþùèé
ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè |λ| > r(A). Â ÷àñòíîñòè, òîãäà ââèäó íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà
ñõîäèìîñòè ðÿäà

sup
n=0,1,2,...

|f(An)|
|λ|n+1

<∞. (9.6)

Ðàññìîòðèì íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå L(X)∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ
φn ∈ L(X)∗∗ :

φn(f) :=
f(An)

λn+1
(n = 0, 1, 2, . . . ).

Ñîîòíîøåíèå (9.6) îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn} ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíà.
Íî òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 5.2 îíà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ò.å.

sup
n=0,1,2,...

∥φn∥L(X)∗∗ <∞.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë φn ïîðîæäàåòñÿ îïåðàòîðîì An/λn+1 ∈ L(X). Ââèäó
òåîðåìû 7.5 L(X) èçîìåòðè÷åñêè âëîæåíî â L(X)∗∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥φn∥L(X)∗∗ =
∥∥∥ An

λn+1

∥∥∥
L(X)

(n = 0, 1, 2, . . . ),

îòêóäà

C(λ) := sup
n=0,1,2,...

∥An∥L(X)

|λ|n+1
<∞.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥An∥ ≤ C(λ)|λ|n+1 (n = 0, 1, 2, . . . )
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èëè ïîñëå èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ n-îé ñòåïåíè

∥An∥1/n ≤ C(λ)1/n|λ|1/n|λ| (n = 0, 1, 2, . . . ).

Ïåðåõîäÿ ê âåðõíåìó ïðåäåëó, ïîëó÷èì

lim sup
n→∞

∥An∥1/n ≤ |λ| lim sup
n→∞

C(λ)1/n|λ|1/n = |λ|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè óñëîâèè, åñëè |λ| > r(A). Íî òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ñëåäóåò:

lim sup
n→∞

∥An∥1/n ≤ r(A). (9.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà íàì áóäåò íóæíà ëåììà.

Ëåììà 9.4. Åñëè λ ∈ σ(A), òî λn ∈ σ(An) äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ∈ L(X) ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî:

λnI − An = (λI − A)B, ãäå B := λn−1I + λn−2A+ · · ·+ An−1. (9.8)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âåðíî, ò.å. ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
(λnI − An)−1. Óìíîæèì ðàâåíñòâî (9.8) íà ýòîò îïåðàòîð ñïðàâà:

I = (λI − A) ·B · (λnI − An)−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð C := B · (λnI − An)−1 ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì
ê îïåðàòîðó λI − A, è çíà÷èò, ïîñëåäíèé ñþðúåêòèâåí (?). Òàê êàê îïåðàòîðû
èç ïðàâîé ÷àñòè (9.8) êîììóòèðóþò, èõ ìîæíî ïåðåñòàâèòü. Åñëè ïîñëå ýòîãî
óìíîæèòü ýòî ðàâåíñòâî íà (λnI − An)−1 ñëåâà, òî ïîëó÷èì:

I = (λnI − An)−1 ·B · (λI − A),

ò.å. îïåðàòîð λI − A èìååò ëåâûé îáðàòíûé. Òåì ñàìûì îí èíúåêòèâåí (?). Â
èòîãå ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð (λI − A)−1, êîòîðûé ïî òåîðåìå Áàíàõà 5.9
îãðàíè÷åí. Òàêèì îáðàçîì, λ ̸∈ σ(A), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.5. Ïóñòü λ ∈ σ(A). Òîãäà ïî ëåììå 9.4
äëÿ âñåõ n ∈ N ììååì: λn ∈ σ(An), è, çíà÷èò, ââèäó íåðàâåíñòâà (9.2) |λ|n ≤ ∥An∥.
Îòñþäà

|λ| ≤ lim inf
n→∞

∥An∥1/n.

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ λ ∈ σ(A), òî ïî îïðåäåëåíèþ
ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ïîëó÷àåì:

r(A) ≤ lim inf
n→∞

∥An∥1/n.

Îòñþäà è èç (9.7) âûòåêàåò (9.4), è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð 9.1. Íàéäåì ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ, ñïåêòð è ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A :
C[0, 1] → C[0, 1], îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì:

Ax(t) :=

∫ t

0

x(s) ds.

Ïðåæäå âñåãî, "âû÷èñëèì" ñòåïåíü ýòîãî îïåðàòîðà. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïîëó÷èì:

A2x(t) =

∫ t

0

Ax(s) ds =

∫ t

0

∫ s

0

x(u) du ds =

∫ t

0

∫ t

u

x(u) ds du =

∫ t

0

x(u)(t− u) du.

Àíàëîãè÷íî

A3x(t) =

∫ t

0

∫ s

0

x(u)(s− u) du ds =

∫ t

0

∫ t

u

x(u)(s− u) ds du

=

∫ t

0

x(u)

∫ t

u

(s− u) ds du =

∫ t

0

x(u)
(t− u)2

2
du.

Â èòîãå íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî

Anx(t) =

∫ t

0

x(u)
(t− u)n−1

(n− 1)!
du (n ∈ N).

Îöåíèì íîðìó îïåðàòîðàAn. Òàê êàê ∥x∥C = maxt∈[0,1] |x(t)|, òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x ∈ C[0, 1] è t ∈ [0, 1]

|Anx(t)| ≤
∫ t

0

|x(u)|(t− u)n−1

(n− 1)!
du ≤ 1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− u)n−1 du · ∥x∥ =
tn

n!
· ∥x∥,

îòêóäà ∥Anx∥ ≤ 1/(n!) · ∥x∥. Òåì ñàìûì ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû îïåðàòîðà ∥An∥ ≤
1/(n!) èëè

∥An∥1/n ≤ (n!)−1/n (n ∈ N).
Òàê êàê limn→∞(n!)1/n = ∞ (?), òî â èòîãå

r(A) = lim
n→∞

∥An∥1/n = 0.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ââèäó îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà è òåîðåìû 9.4
ñëåäóåò, ÷òë σ(A) = {0}. Òàê êàê ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà

∫ t

0
x(s) ds =

0 ìû ïîëó÷àåì: x(t) = 0 ï.â., òî λ = 0 � íå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
σr(A) = σ(A) = {0}.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà A, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 9.2,
à òàêæå ðàíåå íàéäåííûì âûðàæåíèåì äëÿ ñòåïåíåé ýòîãî îïåðàòîðà: åñëè λ ̸= 0,
òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè y(t) ∈ C[0, 1]

A(λ)y(t) = (λI − A)−1y(t) =
1

λ
y(t) +

1

λ2

∫ t

0

y(s) ds+ · · ·+ 1

λn+1

∫ t

0

y(s)
(t− s)n−1

(n− 1)!
ds+ . . .

=
1

λ
y(t) +

1

λ2

∫ t

0

y(s)
(
1 +

t− s

λ
+ · · ·+ (t− s)n−1

(n− 1)!λn−1
+ . . .

)
ds

=
1

λ
y(t) +

1

λ2

∫ t

0

y(s) exp
(t− s

λ

)
ds.
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9.4 Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîìïàêòíûõ

è ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå H � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 9.6. Ñïåêòð σ(A) ëþáîãî ëèíåéíîãî êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà A : H →
H � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê, îòëè
÷íûõ îò íóëÿ. Âñå íåíóëåâûå λ ∈ σ(A) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
îïåðàòîðà A êîíå÷íîé êðàòíîñòè (ò.å. ÿäðî Ker (λI − A) êîíå÷íîìåðíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà λ ∈ σ(A), λ ̸= 0, ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ ̸∈ σp(A) è λ ̸= 0, òî
ïî òåîðåìå 8.3 Im (λI − A) = H. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð λI − A èíúåêòèâåí è
ñþðúåêòèâåí, ò.å. λ ∈ ρ(A).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òî÷êè λ ∈ σ(A), λ ̸= 0, èçîëèðîâàíû. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: λn ∈ σ(A) è λn → λ ̸= 0. Òîãäà, êàê óæå äîêàçàíî, λn ∈ σp(A). Ïóñòü
xn � ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ln ïîäïðîñòðàíñòâî λ({x1, . . . , xn}). Òàê êàê ìíîæåñòâî {x1, . . . , xn} ëèíåéíî
íåçàâèñèìî (?), òî Ln−1 ⊂ Ln è Ln−1 ̸= Ln. Ïîýòîìó ïî ëåììå 6.2 (ñì. òàêæå
çàäà÷ó 6.7) ñóùåñòâóåò yn ∈ Ln, ∥yn∥ = 1, òàêîé, ÷òî ρ(yn, Ln−1) = 1. Ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn := yn/λn (n = 1, 2, . . . ). Òàê êàê ∥yn∥ = 1 è λn → λ ̸= 0, òî
îíà îãðàíè÷åíà. Äàëåå, ïðè ëþáûõ k < n èìååì:

Ayn
λn

− Ayk
λk

= yn −
[Ayk
λk

− (A− λn)yn
λn

]
.

Çàìåòèì, ÷òî Ayk ∈ Ln−1. Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà Axn = λnxn ñëåäóåò: (A −
λn)xn ∈ Ln−1. Çíà÷èò, ýëåìåíò â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èç ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåãî
ñîîòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ln−1. Òåì ñàìûì ïî îïðåäåëåíèþ ðàññòîÿíèÿ
ρ(yn, Ln−1) ∥∥∥Ayn

λn
− Ayk

λk

∥∥∥ ≥ 1.

Â èòîãå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Axn}, ãäå {xn} îãðàíè÷åíà,
íåëüçÿ âûäåëèòü ôóíäàìåíòêëüíîé ïîäïîñëåäîâàåëüíîñòè. Ýòî ïðîòèâîðåöèò êîìïàêòíîñòè
îïåðàòîðà A.

Îñòàëîñü äîêàçàòü êîíå÷íóþ êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò
íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ ∈ σp(A) è λ ̸= 0. Åñëè {xn}∞n=1 ⊂ Ker (λI − A)
� ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ââèäó êîìïàêòíîñòè A èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Axn} ìîæíî âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ðàâåíñòâî xn = λ−1Axn ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è
äëÿ {xn}. Òåì ñàìûì â ËÍÏ Ker (λI − A) ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî
ïðåäêîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 6.10 ïîäïðîñòðàíñòâî Ker (λI − A)
êîíå÷íîìåðíî.

Òåîðåìà 9.7. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âåùåñòâåííû,
à ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A : H → H � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Åñëè λ
� åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî óìíîæàÿ ðàâåíñòâî Ax = λx ñêàëÿðíî íà x,
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ïîëó÷èì: (Ax, x) = λ(x, x). Òàê êàê (x, x) > 0 ïî îäíîìó èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, à (Ax, x) âåùåñòâåííî ïî ëåììå 6.1, òî è ÷èñëî λ âåùåñòâåííî.

Åñëè λ è µ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, λ ̸= µ, à x è y � îòâå÷àþùèå
èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, òî ïî-äîêàçàííîìó

(Ax, y) = λ(x, y) è (Ax, y) = λ(x,A∗y) = λ(x,Ay) = µ̄(x, y) = µ(x, y),

îòêóäà λ(x, y) = µ(x, y). Òàê êàê λ ̸= µ, òî (x, y) = 0, è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñîêðàùåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

(?) � ïðîâåðèòü èëè äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííîå äî ýòîãî óòâåðæäåíèå â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

sign a � çíàê ÷èñëà a ∈ R (sign 0 = 0)

ᾱ � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ÷èñëî ê ÷èñëó α ∈ C

ℜα � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ÷èñëà α ∈ C

ËÏ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

0⃗ � íóëü-âåêòîð â ËÏ

dim E � ðàçìåðíîñòü ËÏ E

λ(F ) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà F â ËÏ

KerA � ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A

ImA � îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A

A−1 � îïåðàòîð, îáðàòíûé ê îïåðàòîðó (îòîáðàæåíèþ) A

BA � ïðîèçâåäåíèå (ñóïåðïîçèöèÿ) îïåðàòîðîâ A è B

ρ(x, y) � ìåòðèêà (ðàññòîÿíèå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

ËÍÏ � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

∥x∥ � íîðìà ýëåìåíòà x â ËÍÏ

Rn (Cn)� ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ)
÷èñåë x = (x1, x2, . . . , xn)

Rn
p (Cn

p ) � ËÍÏ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ)

÷èñåë x = (x1, x2, . . . , xn) ñ íîðìîé ∥x∥p =
(∑n

k=1 |xk|p
)1/p

(1 ≤ p <∞)

Rn
∞ (Cn

∞) � ËÍÏ âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ)
÷èñåë x = (x1, x2, . . . , xn) ñ íîðìîé ∥x∥∞ = maxk=1,2,...,n |xk|

l∞ (lC∞)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ
(êîìïëåêñíûõ) ÷èñåë x = (xk)

∞
k=1 ñ íîðìîé ∥x∥∞ = supk=1,2,... |xk|
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lp (l
C
p ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ)

÷èñåë x = (xk)
∞
k=1, òàêèõ, ÷òî

∑∞
k=1 |xk|p < ∞, ñ íîðìîé ∥x∥p =

(∑∞
k=1 |xk|p

)1/p
(1 ≤ p <∞)

C[a, b]� ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà [a, b], ñ íîðìîé ∥x∥C = maxt∈[a,b] |x(t)|

xn → x � ñõîäèìîñòü ïî íîðìå (ïî ìåòðèêå) â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì
(ìåòðè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå

Sr(x0) = {x ∈ X : ∥x−x0∥ < r} è S̄r(x0) = {x ∈ X : ∥x−x0∥ ≤ r} � îòêðûòûé
è çàìêíóòûé øàðû â ËÍÏ ñ öåíòðîì x0 è ðàäèóñîì r

Lp(X,Σ, µ) (L
C
p (X,Σ, µ)) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ p-ñóììèðóìûõ íà ïðîñòðàíñòâå

ñ ìåðîé (X,Σ, µ) âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) (1 ≤
p <∞)

∥f∥p =
( ∫

X
|f(x)|p dµ

)1/p
(1 ≤ p < ∞) � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Lp(X,Σ, µ)

(LC
p (X,Σ, µ))

L∞ = L∞(X,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ íà ïðîñòðàíñòâå
ñ ìåðîé (X,Σ, µ) âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè)

∥f∥∞ = esssupx∈X |f(x)| = inf{α > 0 : µ{x ∈ X : |f(x)| > α} = 0} �
ñóùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè |f |

Lp[a, b] (1 ≤ p <∞) è L∞[a, b]� ïðîñòðàíñòâà âñåõ p-ñóììèðóìûõ è ñîîòâåòñòâåííî
ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ôóíêöèé f : [a, b] → R

∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2 � ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2

C̃2[a, b] � ËÍÏ âñåõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] → R ñ íîðìîé

∥f∥2 =
( ∫ b

a
f(x)2 dx

)1/2
C2[a, b] � ËÍÏ âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : [a, b] → R ñ íîðìîé ∥f∥2 =( ∫ b

a
f(x)2 dx

)1/2
S0 = S0(X,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : X → R, ðàâíûõ

íóëþ ïî÷òè âñþäó îòíîñèòåëüíî ìåðû µ

F̄ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà F â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y

x ∼ y � ýêâèâàëåíòíîñòü ýëåìåíòîâ x è y îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè
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X/ ∼�ôàêòîð-ìíîæåñòâî ìíîæåñòâàX îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî íà íåì îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼

X/L � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ËÏ X ïî ïîäïðîñòðàíñòâó L

x̃ � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé âåêòîðîì x ËÏ X (ýëåìåíò ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâà X/L)

ÃÏ � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

(x, y) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ÃÏ

x ⊥ y � îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ x è y (ò.å. (x, y) = 0)

x ⊥ M � îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðà x è ìíîæåñòâà M (ò.å. (x, y) = 0 äëÿ âñåõ
y ∈M)

M⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà M â ÃÏ

ÎÍÑ � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â ÃÏ

ρ(x0, E) = infx∈E ρ(x0, x)� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x0 äî ìíîæåñòâàE â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå

E1 ⊕ E2 � ïðÿìàÿ ñóììà ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ E1 è E2

||A|| = ||A||X→Y = sup
x∈X:||x||X≤1

||Ax||Y � íîðìà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : X → Y

L(X, Y ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y

X∗ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëîâ f : X → R
(ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê ËÍÏ X)

||f ||X∗ = sup
x∈X:||x||X≤1

|f(x)| � íîðìà ôóíêöèîíàëà f : X → R

A∗ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó A

Ã∗ � ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê îïåðàòîðó A â ÃÏ

PM � ïðîåêòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â ÃÏ íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
M

Lc(X, Y ) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : X → Y

X∗∗ � âòîðîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ËÍÏ X

π = π(x) � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ËÍÏ â åãî âòîðîå ñîïðÿæåííîå

xn
w−→ x � ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ê x
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fn
w∗
−→ f � ñëàáàÿ* ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèîíàëîâ {fn} ê f

I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â ËÍÏ X, ò.å. Ix = x (x ∈ X)

An = A · A · A · · · · · A︸ ︷︷ ︸
n

(A0 = I) � ñòåïåíü îïåðàòîðà A

σ(A) � ñïåêòð îïåðàòîðà A

σp(A) � òî÷å÷íûé ñïåêòð (ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé) îïåðàòîðà A

σr(A) = σ(A) \ σp(A) � îñòàòî÷íûé ñïåêòð îïåðàòîðà A

ρ(A) = C \ σ(A) � ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A

A(λ) = (λI − A)−1 (λ ∈ ρ(A)) � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A

r(A) � ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà A
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